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PREFACIO

R eatamos com este volume a série iniciada com os dois anteriores (Fisica Bdsica
1 - Mecanica e Fisica Bdsica 2 - Fluidos, Oscilagdes e Ondas, Calor), que é completada por
Fisica Bdsica 4 - Otica, Relatividade, Fisica Qudntica.

O curso, mantendo o mesmo espirito e objetivos dos anteriores, apresenta a fun-
damentacdo fenomenoldgica da teoria eletromagnética, seguindo de perto seu desenvol-
vimento histérico. Sdo empregados os operadores vetoriais, ji antevistos na mecénica e
na hidrodindmica, cuja interpretagio intuitiva é extensamente discutida. As equagdes de
Maxwell vdo sendo construidas de forma gradual.

O campo magnético é também introduzido fenomenologicamente, sem adotar o
modismo de apresentd-lo como efeito relativistico, que desafiaria a compreensédo de es-
tudantes neste nivel.

Circuitos sdo tratados de forma unificada, incluindo filtros elétricos como exem-
plo mais simples e intuitivo dos espectros de bandas em estruturas periédicas, servindo
de introdugfio as bandas eletrénicas nos sélidos.

Uma das maiores dificuldades num curso de teoria eletromagnética cldssica é o
tratamento dos campos em meios materiais. O dilema do professor é permanecer fiel ao
mote, adotado em toda série, de apresentar ‘a verdade, somente a verdade, embora nio
toda a verdade.’ Para isto, a discussdo de modelos cldssicos tem de ser acompanhada da
critica desses modelos, esbogar.do as conseqiiéncias da teoria quintica da matéria, mesmo
antes de sua abordagem, que sé ocorrerd na partc final do curso (volume 4). Procurou-se
antecipar parte dos resultados do tratamento quintico, descrevendo os conceitos subja-
centes de forma meramente qualitativa. Uma compreensdo mais profunda sé poderd ser
alcancada mais tarde.

Como predmbulo da dlica eletromagnética, a ser desenvolvida no volume 4, sdo
discutidos, na parte final do curso, ondas eletromagnéticas, potenciais retardados e radia-
¢do de dipolo.

Cs problemas no final de cada capitulo niio sfio meros exercicios de aplicagio de
férmulas: procuram estimular a iniciativa e o raciocinio, testando o grau de compreensio
dos alunos. E altamente recomenddvel a elaboragio de listas semanais de problemas, que
devem ser corrigidos e discutidos.

\Y%



Pressupde-se ainda que seja ministrado em paralelo um curso de laboratério onde
o aluno encontre a vivéncia e realizagdo concreta dos fendmenos descritos pela teoria,
jamais perdendo de vista que a fisica é uma ciéncia experimental. Experiéncias de de-
monstragdo também cumprem um papel importante.

A Fundag@o José Bonifacio da Universidade Federal do Rio de Janeiro contribuiu
com um aux{lio para a preparagdo do texto, cabendo registrar aqui o agradecimento do
autor por essa valiosa colaboragio.

Rio de Janeiro, 31 de janeiro de 1997

H. Moysés Nussenzveig
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INTRODUCAO

(%e interesse tem o estudo do eletromagnetismo? Nesta introdugiio, serd dada
uma idéia preliminar da importincia desse campo da fisica. Também serd esquematizada
a sequiéncia segundo a qual vamos abordar o seu estudo.

1.1 A interacao eletromagnética

Segundo a classificag¢fio atual, existem na Natureza quatro interagdes fundamen-
tais: nuclear forte, eletromagnética, nuclear fraca e gravitacional (em ordem decrescente
de intensidade). Até agora sé haviamos estudado uma delas: a gravitagdo, cujos efeitos
se fazem sentir principalmente na escala astrondmica.

O eletromagnetismo € outra interagfio fundamental, muito mais importante do que
a gravitacdo no dominio que nos € mais familiar. Com efeito, as for¢gas que atuam na
escala macroscOpica, responsdveis pela estrutura da matéria e pela quase totalidade- dos
fendmenos fisicos e qaimicos que intervém em nocca vida didria, sdo de natureza eletro-
magnética. Isso nfio quer dizer que seus efeitos possam sempre ser analisados pela fisica
classica. Em tudo aquilo que depende "da escala atdmica — que também tem reflexos
macroscopicos — ¢ preciso erhprégaf a ffsica‘_quﬁntica. Zntretanto, a interagdo relevante,
também no tratamento quéntico, é eletromagnética.

Ainda de um ponto de vista fundamental, a interagio eletromagnética é aquela
que compreendemos melhor. Seu tratamento tedrico, no nivel quintico (eletrodinimica
quiintica), serve hoje em dia como modelo para o tratamento de todas as demais interagdes
conhecidas.

No desenvolvimento da fisica, a teoria cldssica da interagdo eletromagnética,
formulada por Maxwell, desempenl.ot . m papel central, como protétipo de uma teoria
de campo. Ela permitiu obter uma das grandes sinteses da ciéncia, a unificagio do
eletromagnetismo e da Otica, most.;2ndo que a luz é uma onda eletromagnética. Além
disso, serviu como ponte para a elaboracfio da teoria ca re!atividade restrita. Para isso,
foi necessdrio modificar a prépria mecézica newtoniana, mas a tecria de Maxwell
permaneceu intacta.



2 Introdugao

As aplicagdes do eletromagnetismo revolucionaram toda a tecnologia. Inddstria, ilu-
minagfio, transportes, computagdo, entretenimento, funcionam com base na energia elétrica,
na "fada Eletricidade", como foi chamada no inicio deste século. Ondas eletromagnéticas
(rddio, radar, televisio) sdo empregadas em todos 0s nossos sistemas de comunicagfio.

Em suma, o eletromagnetismo é uma disciplina bdsica tanto do ponto de vista
teérico como prdtico.

1.2 As divisoes do eletromagnetismo

Até o fim do século 18, eletricidade ¢ magnetismo eram pouco mais que curio-
sidades de laboratdrio, sem qualquer interconexdo conhecida. Em ambos os casos, conhe-
ciam-se apenas fendmenos estdticos. A pitha voltaica acabara de ser inventada e conhe-
ciam-se alguns dos efeitos produzidos por correntes elétricas.

Foi s6 no inicio do século 19 que se descobriram os efeitos magnéticos das correntes.
Pouco depois, veio a grande descoberta de Faraday do fendmeno da indugdo eletromagnética:
em linguagem atual, campos magnéticos varidveis com o tempo produzem campos elétricos.
O efeito simétrico, a produgio de campos magnéticos por campos ¢elétricos que variam
com o tempo, foi predito teoricamente por Maxwell, quando formulou suas famosas equagoes,
que sintetizam todo o eletromagnetismo clssico.

A verificagiio experimental da teoria de Maxwell foi obtida com as experi€ncias
de Hertz de producdo de ondas de rédio. No principio do século 20, com a incorporago do
cletromagnetismo A relatividade restrita, percebeu-se que cambos elétricos € magnéticos sao
aspectos diferentes de um mesmo campo fundamental, o campo eletromagnético,
completando-se assim o arcabougo da teoria dentro da fisica cldssica. Sua evclugdo pos-
terior foi no sentido de compatibilizd-la com a teoria quéntica, levando a formulag@o da
eletrodindmica quintica. B

Neste curso introdutério, seguiremos a evolugéo histdrica, discutindo em seqtién-
cia campos cletrostéticos, correntes elétricas estaciondrias e 0s campos magnéticos por
elas produzidos. Discutiremos depois a indugio eletromagnética. Finalmente, chegaremos
as equagdes de Maxwell e as ondas eletromégnéticas.

Diversos tépicos, tais como as correntes de condugio, a polarizagio de dielétricos
¢ materiais magnéticos, dizem respeito a campos no interior de meios materiais e t€ém a
ver com a estrutura da matéria. Para tratd-los, 4 necessdrio, em principio, empregar a
teoria quéintica. Em alguns casos pode-se empregar um modelo cldssico como guia, mas
o descrigiio correta é necessariamente quéntica. Procuraremos chamar a atengiio sobre
esses pontos, €, na medida do possivel, fornecer algumas informagdes qualitativas sobre
o tratamerto quantico.

Notagio
5 . . -
Vetores serdo sempre representados em negrito, ou seja, v em lugar de v..



A LEI DE
COULOMB

Weste capitulo, vamos introduzir o conceito de carga elétrica e discutir a lei de
interagdo entre duas cargas, descoberta por Coulomb.

2.1 Cuarga elétrica

Por que razdo uma interagio muitas ordens de grandeza mais forte do que a
gravitacional s6 foi investigada muito depois desta e ndo se marifesta de forma mais
diretamente perceptivel? A raziio é que, enquanto a forga g.uvitacional é sempre atrativa,
as forcas elétricas podem ser tanto atrativas como repulsivas. O andlogo da massa gravi-
tacional, a carga elétrica, manifesta-se de duas formas diferentes, que convencionamos
chamar de positiva ou negativa, levando a possibilidade de atragdo ou repulsio, ¢ a
matéria é normalmente neutra, cancelando os efeitos das interagdes elétricas.

Pode-se produzir um desequilfbrio na distribuicio das cargas através do atrito
entre substincias diferentes. Num dia seco, um pente que se esfrega no cabelo atrai
pedacinhos de papel. Essa propriedade de eletrizagdo por atrito ji era conhecida na Grécia
antiga: sabia-se que o Ambar, uma resina amarelada (seiva de drvore solidificada ao longo
de séculos), quando atritado com pele de animais, atrai particulas leves, como sementes
ou fragmentos de palha. O nome do Ambar, em grego, é "elektron™: esta € a origem da
palavra ‘eletricidade’ ¢ do nome da particula elementar ‘clétron’.

Em 1600, William Gilbert, médico da corte na Inglaterra, publicou seu tratado
De magnete, onde menciona outros corpos que se eletrizam por atrito, tais como o vidro,
o enxofre e o lacre.

A existéncia de dois tipos diferentes de cargas foi descoberta por Charles Frangois
du Fay em 1733, quzndo mostrou que duas por¢des do mesmo material, por exemplo
Ambar, eletrizadas por atrito com um tecido, repeliam-se, mas o vidro eletrizado atraia o
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ambar eletrizado. O tipo de carga que chamou de "vitrea" foi depois chamado por Ben-
jamin Franklin de positiva, e a "resinosa" recebeu o nome de negativa.

A justificativa para esses nomes baseou-se em experiéncias realizadas por Fran-
klin, que o convenceram de que o processo de eletrizagdo nflo cria cargas: apenas as
transfere de um corpo a outro. Normalmente, um corpo € neutro por ter igual quantidade
de carga positiva e negativa: quando ele transfere carga de um dado sinal a outro corpo,
fica carregado com carga de mesmo valor absoluto e sinal contrdrio. Essa hipdtese de
Franklin constitui a mais antiga formulagdo de um principio fundamental da fisica, a lei
de conservagdo da carga elétrica.

Franklin acreditava que era a carga positiva, que imaginava como um fluido,
aquela que se transferia. Hoje sabemos que, na eletrizagao por atrito, sdo os elétrons que
se transferem de um corpo a outro, ¢ sua carga ¢ negativa, segundo a convengio histori-
camente adotada — que é inteiramente arbitrdria. A transferéncia ocorre por contato, € 0
objetivo do atrito € meramente o de incrementar o contato.

O sinal da carga adquirida por um corpo na eletrizagdo por atrito depende da
substincia com a qual € atritado: o Ambar se eletriza negativamente por atrito com 13,
mas positivamente quando atritado com enxofre.

A experiéncia de du Fay mostra que cargas de mesmo sinal se repelem: cargas

de sinais opostos se atraem.

2.2 Condutores e isolantes

Um contemporineo de du Fay, Stephen Gray, descobriu em 1729 que as cargas
elétricas podiam ser transinitidas através de diferentes materiais, que foram chamados de
condutores, ao passo que tendiam a permanecer retidas em outros, chamados de isolantes.

O ambar, o quartzo, o vidro, a dgua destilada, os gases em condi¢cdes normais
(em particular o ar seco), a borracha e a maioria dos _pléstiqos sdo bons isolantes. Os
metais, a dgua contendo dcidos, bases ou sais em solugdo, o corpo humano ¢ a terra siio
bons condutores.

E muito dificil realizar experiéncias de eletrostdtica em muitas localidades brasi-
leiras, especialmente no verfo, devido ao elevado grau de umidade na atmosfera, que
tende a recobrir os objetos com uma fina camada de dgua, tornando-os condutores. Nos
pafses frios, 0 aquecimento no inverno seca o ar, ¢ ¢ comum que o corpo fique eletrizado
quando se caminha sobre um tapete espesso, a ponto «.e soltar fafscas quando se toca num
objeto metilico.

Um janota inglés, Robert Symmer, que usava dois pares de meias ao mesmo
tempo, um de 13 para proteger do frio e o outro de seda pela apar€ncia, comentou em
1759 que, quando as removia, tirando uma de dentro da outra, elas se inflavam, assumindo
a forma dos pés, e se atraiam (1a com seda) ou se repeliam (13 com 1d) até uma boa
distdncia uma da outra.



2.2 Condutores e isolantes 5

Quando encostamos a mio num objeto carregado, a carga se escoa para a terra
através de nosso corpo: nossa pele, umedecida pela transpiragiio, é boa condutora. O
escoamento através de um bom condutor é extremamente rdpido, ao passo que um bom
isolante pode permanecer carregado por muitas horas ou dias.

(a) (b)

(d)

Figura 2.1 Eletroscopio: (a) — indugdo elefrostatica; (c) a (e) — carga por indugio

Vidrios dos efeitos ja discutidos podem ser demonstrados com o auxilio de um
eletroscdpio. Conforme ilustrado na fig. 2.1, esse aparelho consiste num frasco de vidro
com uma rolha isolante, atravessada por uma haste metdlica encimada por uma bola de
metal. Na parte inferior da haste esta presa uma limina leve de folha de aluminio ou de
ouro. O frasco protege esse conjunto das correntes de ar.

Quando aproximamos da bola um bastido de vidro carregado positivamente (por
atrito com um pano de seda, por exemplo), as cargas negativas do conjunto haste-bola
sdo atraidas para cima e a parte inferior fica carregada positivamente. A ldmina, com
carga de mesmo sinal que a haste, é repelida por ela e se afasta, com 4ngulo de abertura
tanto maior quanto maior a carga [fig.2.1.(a)].

Ao retirarmos o bastdo, a carga total do eletroscpio volta ao zero, e a limina
cai [fig.2.1 (b)]. A separagdo inicial da carga em («) sob a influéncia do bastdo chama-se.
indugdo eletrostdtica.

Na seqiiéncia da fig. 2.1 (c)-(e), vemos como se pode carregar um corpo por
indugfo. Para esse fim, aproximamos o bastdo de vidro carregado positivamente, a0 mes-
mo tempo que tocamos com a mio a bola do eletroscépio. Isso equivale a colocd-la em
contato com a terra. Tudo se passa como se a carga positiva separada por indugiio e
repelida pelo bastdo se escoasse para a terra [na verdade, conforme indicado pela seta na
fig. 2.1 (¢), sdo elétrons provenientes da terra que neutralizam a carga positiva separada].

Ao retirarmos a mio da bola, a carga negativa induzida nela permanece, ainda
sob a atragio do bastdo [fig. 2.1.(d)]. Removido o bastdo, a carga se redistribui pelo

conjunto bola-haste, que permanece carregado, provocando o afastamento da limina
(fig.2.1. (e)].



6 A lei de Coulomb
2.3 A lei de Coulomb

Na eletrostdtica, consideramos somente configuragdes de cargas em repouso (com
respeito a um referencial inercial), em equilibrio estdtico: nada varia com o tempo.

Se as dimensdes de dois corpos carregados sdo despreziveis em confronto com
a distincia entre eles, podemos tratd-los como cargas puntiformes, conceito idealizado
andlogo ao de massas puntiformes na mecénica. A interagdo eletrostitica basica € entdo
nnnnnnnnnnnnnn tif s an At mAmAIIon o UAMIIA

A lei de forgas correspondente foi primeiro inferida por Joseph Priestley, o des-
cobridor do elemento oxigénio. Em 1766, repetindo uma experiéncia ja feita antes por
seu amigo Franklin, ele verificou que, quando um recipiente metdlico € eletrizado, a sua
superficie interna ndo fica carregada e nfo sdo exercidas forgas elétricas sobre um corpo
de prova inserido dentro dele. Priestley escreveu: "Niio podemos inferir desse experimento
que a atragio elétrica estd sujeita s mesmas leis que a gravitag@o, variando com o inverso
do quadrado da distincia, uma vez que se demonstra facilmente que, se a Terra tivesse
a forma de uma casca, um corpo dentro dela ndo sofreria atragio nenhuma?"
A investigacio experimental direta da lei
de forgas foi feita em 1785 por Charles-
Augustin de Coulomb, com o auxilio de
uma balanga de torgdo, instrumento in-
ventado independentemente por ele e por
John Mitchell, que foi depois empregado
por Cavendish para medir a constante
gravitacional.* Conforme esquematizado
na fig.2.2, a balanca consta de uma haste

isolante com duas esferinhas metdlicas
nas pontas (uma delas serve de contrape-

Figura 2.2 Balanga de torgdo para medida da 5
forca entre duas cargas q1 € q2. $0), suspensa por uma fibra fina T ligada

a um ponteiro P com uma escala graduada.

Com a balanga inicialmente em equilibrio, carrega-se uma das esferinhas com
uma carga g, e aproxima-se dela outra esferinha com carga ¢, situada sobre o circulo
gerado pela rotagio da haste em torno do eixo. O torque produzido pela interagdo entre
as cargas faz girar a haste. Para reconduzi-la & posi¢io inicial de equilibrio, é preciso
torcer a fibra através do ponteiro.

A for¢a de interacio pode ser calculada em termos do dngulo de rotagfio do
ponteiro.

O resultado obtido por Coulomb se exprime por

*  Fisica Bisica 1, Seg 10.8
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Q192 - :
— o T2 =—Fyy (2.3.1)
na

Fyy =k

onde F; ;) € a forga sobre a particula i, devida 2 particula j, r;» é a distincia entre as duas
particulas carregadas e 1"\.2 = ri2/r2 € 0 vetor unitdrio da diregdo de 1 para 2 (fig. 2.3).
A constante de proporcionalidade k depende da escolha da unidade de carga elétrica, que
discutiremos abaixo.

Fio q EP) Q> Fa
—O- ~O

Figura 2.3 Forgas coulombianas para um par de cargas

A
4
),
Y

Vemos portanto (lei de Coulomb) que a forga é proporcional ao produto das
cargas e inversamente proporcional ao quadrado da distdncia entre elas (como inferido
por Priestley por analogia com a gravitagdo). A constante k ¢ positiva: se ¢; e ¢, tdm o
mesmo sinal, como na fig.2.3, a forga € repulsiva; se tém sinais opostos, a forga ¢ atrativa.

A dependéncia inversa com o quadrado da distincia pode ser verificada variando
a distincia entre as cargas. Nas experiéncias de Coulomb, a precisio nfio era muito grande
(da ordem de alguns por cento). Uma determinag@o mais precisa ja havia sido feita por
Cavendish em 1772, por um método baseado na idéia de Priestley, que serd discutido
mais adiante (Se¢.4.7). Se chamarmos de 2 + € o expoente de r» no denominador da lei
de Coulomb, Cavendish mostrou que 1€l < 2% . Usando métodos andlogos, E. R. Wil-
liams e colaboradores demonstraram,ﬂ= em 1971, que lel < 3 x 107'°. A dependéncia da
distincia na lei de Coulomb foi portanto verificada com enorme precisio.

Se usarmos a lei de Coulomb para definir o produto das cargas, pode parecer que
a proporcionalidade a cada uma delas ndo tem contelido: é mera definicdo. Porém, se
dispusermos de quatro cargas ¢; (j = 1,2,3,4) e se medirmos as interagdes entre pa-
res sempre a mesma distincia | r;; |, resulta da (2.3.1) que devemos ter

Fal/[Fio| = Fol/Fio)

pois ambos os membros valem ¢»/q;. Logo, podemos testar esse resultado e medir a

razdo de duas cargas elétricas. Resta somente arbitrar a escolha da unidade de carga
elétrica.

No sisten'a CGS de unidades, que adota cm, g, s como unidades bdsicas, toma-se
k=1 na (2.3.1) para intera¢fo entre cargas no vdcuo, e define-se a unidade de carga
como aquela que exerce uma forg¢a de 1 dina sobre outra carga idéntica A distdncia de
lem. Esse sistema é usualmente empregado em fisica atémica.

*  E.R. Williams, J. E. Fallere H. A. Hill, Phys. Rev. Lett. 26, 721 (1971).
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Entretanto, a unidade assim definida € muito pequena para as aplicagdces préticas,
particularmente na engenharia. Vamos adotar o sistema mais empregado nas aplicacoes
préticas do eletromagnetismo, que € o Sistema Internacjonal (SD), baseado em m, kg, s ¢ na
escolha de uma unidade independente para corrente eléfrica, o ampere (A), que serd definido
mais adiante. Como a corrente representa carga por unidade de tempo, a unidade de
carga elétrica nesse sistema, o “coulomb (C)”, corresponde a carga que atravessa por segundo
a seccio de um condutor que transporta uma corrente continua de 1A.

No SI, a constante de proporcionalidade & da (2.3.1) ¢ escrita da seguinte forma:

1

~1077¢2N-m?2 /C? =8,98755x10° N -m? /C? (2.3.2)
47[80

k=

onde ¢ é o valor numérico da velocidade da luz no vicuo, atualmente definido como
exatamente 299 792 458 (m/s). A constante & ¢ denominada permissividade do espago
livre, por razdes que se tornariio aparentes mais tarde. O fator 4r € introduzido no deno-
minador para simplificar férmulas subseqiientes. Com o valor de k dado pela (23.2), as
cargas medidas em coulombs e as distdncias em metros, as forgas de interagiio sdo obtidas
em newton (N), e a lei de Coulomb assume a forma que empregaremos

Forn = I qn
#W " dmeg (n2)°

~

2.4 O principio de superposicao

Que acontece se tivermos mais de duas cargas elétricas no vdcuo? A experiéncia
mostra que os efeitos das interagdes entre elas se superpoem, ou seja a forga eletrostdtica
que atua sobre cada uma € a resultante (soma vetorial) de suas interagdes com todas as
demais cargas, obtidas aplicando a cada par a lei de Coulomb.

Assim, a for¢a sobre a carga i ¢ dada por

Fi=D Fy) - 4:‘;0 2 q,-)2 Eji (2.4.1)

J#i J#i (rjl-

onde a soma é estendida a todas as demais cargas.

Exemplo 1
/ F Duas cargas puntifor.nes, +q e — q, estdo
_q »F situadas no vdcuo, separadas por uma dis-
.o VED\x E tancia 2d. Com que for¢a atuam sobre uma
L | -2 terceira carga q’ , situada sobre a media-
8 ll e triz do segmento que liga as duas cargas,

+q d d -q a uma distancia D do ponto médio deste
Figura 2.4 Forgas sobre carga q° segmento? (Fig. 2.4)




2.4 O principio da SUPErposigao 9

Supondo que g e ¢’ tenham o mesmo sinal, as forcas F, e F, exercidas sobre

q ' respectivamente por +g e — ¢ (€m a mesma magnitude e as orientacdes indicadas na
fig. 2.4. A forga resultante F tem magnitude

|F| = 2|F,|cos0 = 2|F|d / r

Usando a lei de Coulomb, obtemos finalmente

IF| = a9’ d _ a9 d
27[80 r3 27'(:80 (d2 +D2 )%

A forga € paralela ao segmento que une as duas cargas e aponta para — g. Se ¢ ’ tem sinal
oposto a g, o sentido de F é o oposto.

Empregando o principio de superposi¢io, podemos passar da descri¢io em termos
de cargas puntiformes a descri¢do macroscépica em termos de cargas distribufdas sobre
volumes. Se subdividimos um volume v em por¢des Av; suficientemente pequenas para
que a carga Ag; em cada uma delas possa ser tratada como puntiforme, teremos

Agj=p;av;

onde p; € a densidade de carga (carga por unidade de volume) na porgdo Av;,.

(24.1) tende a uma integral de volume
Y ai69= Y avpyd ] a-d= ] ot (242)
1% Vv

onde dv é o elemento de volume, p é a densidade volumétrica de carga, que pode variar
de ponto a ponto no interior do-volume v e os parénteses indicam o resto da expressio,
que também deve ser transformada. J4 vimos transformagdes semelhantes no cdlculo de
centros de massa e momentos de inércia de distribui¢des continuas de massa (Fisica
Bdsica 1, Segs. 8.4 ¢ 12.2).

Um exemplo concreto de uma distribui¢io volumétrica de carga € a distribuicio
de fons positivos e negativos de uma descarga elétrica num gés (tal como numa lmpada
fluorescente); mais geralmente, a distribui¢fio num corpo isolante carregado.

Também podemos considerar, como casos limites, uma distribui¢io de carga
sobre uma superficie §, com densidade superficial de carga G,

dg=0dS (2.4.3)
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onde dS é o elemento de superficie (a soma se transforma numa integral de superficie)
e uma distribui¢iio de carga sobre um fio, descrito como uma linha I, com densidade
linear de carga A,

dg=2dl (2.4.4)

onde d! é o elemento de linha (a soma se transforma numa integral de linha). Note que,
em cada um desses casos, os demais termos do integrando, indicados por (...) na (2.4.2),
variam em geral de ponto a ponto, inclusive as dire¢des de vetores. Uma integral vetorial
reduz-se a trés integrais escalares, uma para cada componente.

Veremos que a carga de um condutor fica localizada na sua superficie e pode ser
descrita como uma distribui¢iio superficial de carga. E importante lembrar que estamos
empregando um tratamento macroscdpico. No nivel microscépico, uma distribuigio su-
perficial ocupa na realidade um certo volume, que ¢ tipicamente de algumas camadas
atdmicas. Entretanto, para distiAncias macroscdpicas da superficie (que sdo muito maiores
que a espessura da distribui¢io), podemos desprezar a espessura ¢ empregar 0 conceito

idealizado de distribui¢do superficial. Consideragdes andlogas aplicam-se a uma distribui-
¢fo linear de carga.

Exemplo 2

Uma carga Q estd distribuida uniforme-
mente sobre um anel circular vertical de
raio p e de espessura desprezivel. Qual é

a forg¢a exercida sobre uma carga punti-
forme g situada sobre o eixo horizontal

que passa pelo centro do anel, a uma dis-

Figura 2.5 Forga de um anel carregado tancia D do seu plano?
sobre uma carga ¢ o ;

A densidade linear de carga sobre o anel é
r=0Q/(2np)

Um elemento de linha dI do anel que subtende um 4ngulo d¢ no seu centro (fig. 2.5),
onde ¢ é o dngulo azimutal no plano do anel, tem uma carga dQ = Adl = Apdpe
exerce uma forga dF sobre a carga ¢, cujo médulo é dado por (supondo g e Q de mesmo
sinal)

gdQ  Agpdd _ Qqdd
4neor2 - 471',807'2 - 81t280r

|dFl= 2

Decompondo dF numa componente dF. perpendicular ao plano do anel e uma compo-
nente paralela a este plano, vemos que, ao integrar sobre ¢ , as componentes paralelas se
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cancelam devido 2 simetria (para cada elemento dl existe outro, simétrico em relagio ao
centro, cuja contribui¢fio & componente paralela é oposta); a componente perpendicular é
dada por ( 0 é a colatitude)

|dF, |=|dFlcoso =|aF|(D/r)

Como todos os demais fatores sfio constantes, sobra somente a integral sobre d¢, que é
igual a 2 . Logo, a forga total é perpendicular ao plano do anel e de magnitude

Q9D _ QgD
4meg (p2 +D?

)3/2

Em particllar, se a distdncia D ao plano do anel é >>p, podemos desprezar p? em
confronto com D? e a forga total tem magnitude Q ¢ /(4w g D7), mostrando que o anel
se comporta, a distdncias muito maiores que as suas dimensdes, como uma carga punti-
forme Q, conforme seria de esperar. Para D = 0, a forga se anula por simetria: elementos
de carga diametralmente opostos exercem forgas de mesmo médulo e sentidos contrarios.

2.5 A carga elementar

O conceito de uma distribuicdo continua de carga sugere que a carga elétrica,
como a massa, pode variar continuamente. Isso nfio é verdade. Existe na natureza um
valor minimo e da carga: a carga do elétron é —e e a do préton +e. O valor de e é
extremamente pequeno na escala macroscopica:

e=1,602 1‘77x10“19C (2.5.1)

Isso significa que, quando temos num fio uma corrente de 1 ampere, a carga total que
atravessa sua sec¢fo transversal por segundo equivale a carga de 6,24 x 10'® elétrons, o
que ilustra bem o valor microscépico de e.

Vimos no curso de Mecénica' como Millikan demonstrou a existéncia da carga
elementar em suas experiéncias com goticulas de Sleo. As goticulas eram borrifacas
(eletrizando-se por atrito) no espago entre duas placas e eram iluminadas, o que permitia
observd-las pela luz espalhada. Com as placas descarregadas, uma goticula cai, atingindo
uma velocidade terminal uniforme quando a resisténcia do ar equilibra seu peso (corrigido
pelo empuxo do ar).

Com as placas carregadas, a forga eletrostdtica exercida por elas permitia equili-
brar a forga grevitacional, mantendo a goticula suspensa. A comparagiio de resultados

*  Fisica Bésica 1, Se¢. 5.4
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obtidos nas duas situagdes permitia medir a carga da goticula. Os valores obtidos eram
sempre multiplos inteiros (em geral pequenos) de e. Também era possivel produzir va-
riagGes de carga numa goticula, usando um agente ionizante, tal como uma fonte radio-
ativa. As variagGes observadas também eram sempre miltiplas inteiras de e. Diz-se que
a carga é quantizada em unidades da carga elementar e.

Todas as particulas chamadas elementares carregadas observadas até hoje tém cargas
que sdo mdltiplos inteiros pequenos de e, em geral * e. Sabe-se que a carga do préton é
igual e contraria a do elétron com erro relativo inferior a uma parte em 10*!, o que indica
com que grau de precis@o se verifica a neutralidade da matéria (veja o inicio da Seg. 2.1).

Segundo o modelo dos quarks, essas particulas teriam cargas — e /3 (quark d) e
+2 e /3 (quark u); o préton, por exemplo, seria formado por dois quarks u e um quark
d, com carga resultante + ¢. Entretanto, isso nfo contradiz a quantizag¢iio da carga, pois
os quarks nfo sdo observados como particulas livres: todas as tentativas nas dltimas duas
décadas para observar quarks livres foram infrutiferas: diz-se que estdo sempre confinados.

PROBLEMAS

1. Mostre que a razio da atragfio eletrostitica para a atragfo gravitacional entre um elétron
e um préton € independente da distincia entre eles e calcule essa razdo.

2. Em 1 litro de hidrogénio gasoso, nas condiges NTP: (a) Qual € a carga positiva total
contida nas moléculas e neutralizada pelos elétrons? (b) Suponha que.toda a carga positiva pudesse
ser separada da negativa e mantida a distdncia de 1m dela. Tratando as duas cargas como punti-
formes, calcule a forga de atragdo eletrostitica entre elas, em kegf. (¢) Compare o resultado com
uma estimativa da atra¢do gravitacional da Terra sobre o Pao de Agticar.

3. O modelo de Bohr para o dtomo de hidrogénio pode ser comparado ao sistema Terra-
Lua, em que o papel da Terra é desempenhado pelo préton e o da Lua pelo elétron, a atragdo
gravitacional sendo substituida pela eletrostitica. A distincia média entre o elétron e o préton no
4tomo é da ordem de 0,5 A. (a) Admitindo esse modelo, qual seria a fregiiéncia de revolugdo do
elétron em torno do préton? Compare-a com a freqiiéncia da luz visivel. (b} Qual seria a velocidade
do elétron na sua 6rbita? E consistente usar a eletrostdtica nesse caso? E consistente usar a meca-
nica ndo-relativistica?

4. Uma carga negativa fica em equilibrio quando colocada no ponto médio do segmento
de reta que une duas cargas positivas idénticas. Mostre que essa posicdio de equilibrio ¢é estdvel
para pequenos deslocamentos da carga negativa em dire¢des perpendiculares ao segmento, mas
que ¢ instavel para pequenos deslocamentos ao longo dele.
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6. Cargas ¢, 2q e 3q sdo colocadas
nos vértices de um tridngulo equildtero de
lado a (fig.). Uma carga Q de mesmo sinal
que as outras trés é colocada no centro do
tridngulo. Obtenha a forga resultante sobre Q
(em médulo, direcfio e sentido).

8. Um fio retilineo muito longo (tra-
te-0 como infinito) esta eletrizado com uma
densidade linear de carga A. Calcule a forga
com que atua sobre uma carga puntiforme g
colocada a distdncia p do fio. Sugestiio: tome
a origem em O (fig.) e o fio como eixo z.
Exprima a contribuig¢do de um elemento dz do
fio a distancia z da origem em fung¢do do 4n-
gulo 0 da figura. Use argumentos de simetria.

Cap. 2 - Problemas 13

5. Duas esferinhas idénticas de massa m estio
carregadas com carga g e suspensas por fios
isolantes de comprimento I. O dngulo de aber-
tura resultante é 2 0 (fig.). (a) Mostre que

g’ cosb= 1611'8012 mgsenO

b)ySem=1g,1=20cme 0 = 30° qual é
o valor de g?

2q

3q q

7. Uma carga Q ¢é distribuida uniformemente
sobre um fio semicircular de raio a. Calcule
a for¢a com que atua sobre uma carga de sinal
oposto — g colocada no centro (fig.).

o

dz
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Ve

9. Uma particula estd a uma distincia de
massa /m e carga negativa — ¢ estd vinculada
a mover-se sobre a mediatriz do segmento
que liga duas cargas positivas + (J, scpa-
radas por uma distancia d (fig.).
Inicialmente, a particula y << d do centro
desse segmento. Mostre que €la executa um
movimento harmOnico simples em torno do
centro, e calcule a freqliéncia angular ® de
oscilagdo.



O CAMPO
ELETRICO

vy e Fri Faltn - nnon aeavita
>nie a0 que 1oi feito no caso gravita

cional, vamos introduzir neste
capitulo o campo elétrico, um conceito cuja importincia se tornard particularmente
visfvel quando passarmos da eletrostdtica ao estudo da eletrodinimica, em que se ad-

mitem variacdes com o tempo.

3.1 Campo elétrico

Pelo principio de superposic@o, a for¢a sobre uma carga puntiforme g;, devida a
sua interagdo eletrostdtica com outras cargas puntiformes fixas em posi¢des predetermi-
nadas, é proporcional a g;, e pode ser escrita como [veja a (2.4.1)]

F; = q;E; (3.1.1)

onde .

lA
47'[80

- ] Fi

Z(‘%ﬁﬁ (3.1.2)
J

Podemos entfio pensar nas demais cargas como ‘fontes’ do campo elétrico E;, que é
‘sentido’ pela carga ¢; através da for¢a F; dada pela (3.1.1); o campo representa assim a
‘forga por unidade de carga’ atuando sobre ¢; na posi¢iio onde estd colocada. Analoga-
mente, no Exemplo 2 da Se¢. 2.4, o campo elétrico produzido pelo anel carregado na
posi¢do da carga g seria dado por E = F, /4. A unidade de campo elétrico é o N/C.

A carga q, nesse exemplo, atua como corpo de prova para medir o valor do
campo criado pelas demais cargas: a idéia bésica é que uma distribui¢do de cargas no
espago vazio (vdcuo) afeta todos os pontos do espago, produzindo em cada um deles um
valor do campo elétrico, e a carga de prova revela a existéncia deste campo pela forca
nela exercida.
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Podemos visualizar a detegdo do campo num ponto, imaginando colocar neste
ponto uma pequena particula carregada suspensa por um fio isolante (péndulo eletrosti-
tico). Supondo despreziveis a massa de particula e do fio, a forga eletrostdtica sobre a
particula seria equilibrada pela tensdo do fio, cuja magnitude, dividida pela carga, daria
a magnitude do campo; a dire¢fio e orientagfio do fio dariam a dire¢do e o sentido do
campo.

Entretanto, hd um cuidado importante a tomar. A carga de prova também cria o
seu préprio campo elétrico e pode assim perturbar a distribuigdo das demais cargas,
modificando o campo que se deseja medir. Um exemplo disso € o efeito de indugio
eletrostitica discutido na Seg. 2.2. Para minimizar essa perturbagdo, deve-se tomar o valor
da carga de prova tio pequeno quanto possivel. '

Poderfamos pensar em definir E, ‘rigorosamente’, pelo lim(¥/g) quando g tende
a zero. Entretanto, como vimos na Seg. 2.5, isso nfio seria possivel, pois g niio pode ser
menor que a carga elementar e. Como estarémos lidando em geral com campos macros-

as muitas ordens de grandeza maiores que

e

o constituird um problema.

J4 vimos na Hidrcdiadmica outro exemplo de um campo vetorial, o campo de
velocidades no interior de um fluido em movimento. Vimos também como se pode vi-
sualizd-lo num dado instante, introduzindo no fluido particulas de corante e fotografan-
do-as, com tempo de exposi¢do suficientemente curto: o trago descrito por cada particula
de corante durante o tempo de exposi¢do d4 uma idéia do campo de velocidades no fluido.

No caso hidrodinimico, o campo tem uma interpretagio bastante concreta em
termos do movimeato de particclas do fluido. O que significa, porém, um campo elétrico
no vacuo? Historicamente, houve indmeras tentativas de interpretar o vacuo como andlogo
a um meio eldstico (era chamado de "éter"), e o campo elétrico como uma modificagio
deste meic, andloga a uma tensdo num meio eldstico. Entretanto, tais tentativas fracassa-
ram, confcrme serd discutido no vol. 4 deste curso. ‘ '

Por que entdo introduzir um campo vetorial aparentemente abstrato no espago
vazio? Nz eletrostética, isso parece apenas uma descrigao alternativa mais complicada das
interagdes entre cargas. Em lugar de tratd-las pela lei de Coulomb, decompomos o pro-
cesso em duas nartes: a criagdo de um campo, num ponto do vécuo, p;or uma configuragfio
de cargas, e a atuagfio deste campo sobre uma outra carga colocada neste ponto. A
interacfio entre cargas passa a ser /mediada pelo campo, mas o resultado € equivalente.

Suponhamos, porém, que a situag@o ndo seja mais estdtica: por exemplo, que uma
das cargas comece a se mover em relagio as outras. Que acontece com a interagdo?

A lei de Coulomb, como a lei da gravitagio, parece sugerir a idéia de agdo a
distdncia entre particulas. Nesse caso, pensarfamos que os efeitos do movimento de uma
das cargas seriam sentidos instantaneamente por todas as outras.
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Entretanto, se concebermos a interacdo como sendo mediada pelo campo, que a
transmite através do vacuo, o processo de transmissfo pode ocorrer com velocidade finita,
causando uma retardag¢do nos efeitos do movimento da carga sobre as demais: elas s6
sentirdo esses efeitos apds um intervalo de tempo suficiente para a propagagdo, intervalo
tanto maior quanto mais distantes estejam da carga que se moveu.

O préprio Newton considerava inadmissivel a idéia da acfo a distdncia. Referin-
do-se a gravitagdo, numa carta a Bentley escrita em 1693, ele disse:

"... que um corpo possa atuar sobre outro a distincia através do vacuo, sem
qualquer agente intermedidrio que possa transmitir esta agdo de um ao outro, parece-me
um absurdo tdo grande, que nio acredito que qualquer pessoa competente para raciocinar
em termos de filosofia natural possa acreditar nisso."

Vemos portanto que diferengas entre o ponto de vista da agdo a distdncia e o
ponto de vista do campo deverdo aparecer quando houver variagdes da distribuicdo de
cargas com o tempo. As equagdes de Maxwell, que estudaremos no final do curso, levam
a uma velocidade finita de propagacio das interagdes eletromagnéticas no vicuo, que é
a velocidade da luz.

Uma demonstragio elogiiente dos efeitos da retardagiio pdde ser sentida durante
0s contatos entre os astronautas na Lua e a base terrestre. A transmissdo dos sinais €.a
eletromagnética, levando a interagdes entre cargas e correntes da antena transmissora e
da antena receptora. Quem acompanhou os contatos pela televisio percebia uma demora
da ordem de 2 segundos entre perguntas da base e a recepgdo das respostas da Lua. A

distincia Terra-Lua é da ordem de 1 segundo-luz.

3.2 Calculo do campo

Segundo a (3.1.2), o campo elétrico E produzido por uma distribui¢do de cargas
puntiformes g1, g2, . . . gy num .ponto P é dado pela soma vetorial

N

1 qi 4

E = E :
aneg - ('})2 T; (3.2.1)

onde r; ¢ a distidncia da carga ¢; ao ponto
P e I é 0 vetor unitdrio da dire¢io que
liga a carga a este ponto, apontando (fig.
3.1) no sentido da carga para P (se ¢; é
negativo, o campo devido a ¢g; aponta em

sentido oposto). Se tomarmos a origem
Figura 3.1 Campo de uma distribuigdo LB e

de cargas puntiformes num ponto P. das coordenadas num ponto O, sendo x 0
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vetor de posi¢do de P e x; o da carga g;, teremos (fig.3.1), com, |x — x;1 = r;

_ XX (3.2.2)
|X D Xil

Exemplo 1

>

-

Uma carga puntiforme — g estd localizada no ponto (0,0, —d ) de um sistema de
coordenadas cartesianas, e outra + q, no ponto de coordenadas (0,0,d). Qual é o campo
num ponto (x,y,z)? .

Identificando ¢, com a carga —q ¢ ¢» com a carga + ¢, e denotando por (i,j,k)
os vetores unitirios dos trés eixos, vem

x—x = xi+yj+(z+d)k, X— Xy =xi+yj+(z-d)k

eas (3.2.1) e (3.2.2) dao

| 1 _ 1
3/2
4meg Ux2+y2+(z—d)2] / [x2+y2+(z+d)2

1
E(x,y,z)= 3/2J| xi+yj)

IF ]
4 (z"d) B (z+d)

1|
S T |k
Hx2+y2+(z—d)] [x2+y2+(z+d)] J

2

Em particular, no plano z = 0, num ponto & distdncia p = (x* + y?)'"? da origem,

obtemos

E(x, y,O) =— P » k
4neo(p2 +_dz)3/2

onde p = 2gd chama-se momento de dipolo elétrico do par de cargas, conceito que vol-
taremos a discutir mais adiante. Esse resultado é equivalente ao obtido no Exemplo 1 da
Se¢. 2.4 (verifique!).

Por outro lado, num ponto (0,0,z), com z > d (acima da carga positiva), resulta

E(0,0,2)= L (z>d)
271',80(22 —dz)

Qual € o valor do campo na origem? (cuidado com os sinais!)
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Se tivermos uma distribuigfo continua de cargas, a somatdria (3.2.1) é substitufda

por uma integral:

1 J‘ 3 1 J‘ r
= —dg= — 323
L2 47“50 r2 dq 47(:80 r3 dq ( )

onde [cf.(3.2.2)]

iri (3.2.4)

IIf
It

r X — x’, r

e x € o vetor de posi¢do do ponto P onde
se calcula o campo, X’ 0 vetor de posicdo
do elemento de carga dg cuja contribui-
¢do se estd calculando (fig. 3.3). As va-
ridveis de integragio sfio as coordenadas
de x’.

0 Se a distribuicio d ¢ ridi .
Figura 3.3 Campo de uma distribuicdo S CIR LA SR S I b

continua de cargas num ponto P nal, temos dg = p dv, onde p € a den-
sidade volumétrica de carga e dv o elemento de volume; se é uma distribui¢fio superficial
ou linear, empregamos as (2.4.3) ou (2.4.4), respectivamente.

A Exemplo 2

dE Um disco circular horizontal de raio a
P estd uniformemente carregado com den-
sidade superficial de carga ©. Qual é o
campo num ponto do eixo vertical que
atravessa o disco em seu centro, a uma

. disténcia D do centro?
‘ Conforme ilustra a fig. 3.4, pode-
mos pensar no disco como subdividido

em anéis de largura infinitesimal dp e
raio p variando de 0 a a. A carga de um
anel € 2n G p dp e o campo dE que ele
cria no ponto P € dado pelo resultado do

Exemplo 2 da Se¢. 2.4, ou seja, é vertical

Figura 3.4 Campo de um disco circular

e de magnitude

2npdpocD cDpd
|dE|= pap - pap

4neo(p2 + D? )3/2 ) 2e, (p2 +D? )3/2

Como todas as contribui¢Bes t€m a mesma dire¢do, basta integrar essa expressdo em
relagdo a p desde O até a para obter o resultado final:
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0 32 g, 2¢p 1/2
[pz +Dzj 0 [az +D2J

O campo € vertical € aponta em dire¢do ao disco se ¢ € negativo, em sentido oposto se G é

- a
=20 Ia pdp = GD[pZ + Dzj "o = b
280

positivo (como foi suposto acima e na fig. 2.4).

O exemplo 2 permite obter, como caso limite, um resultado importante. Se fizer-
mos a tender a oo, obtemos o campo elétrico produzido por um plano infinito uniforme-
mente carregado com densidade superficial de carga o:

=L (3.2.5)

O campo € perpendicular ao plano e aponta em diregdo a ele se ¢ < 0, e em sentido opos-
to para o > 0. Temos portanto

E:iii (+ para z >0, — para z <0) (3.2.6)
= 3.2.

onde Z € o vetor unitdrio do eixo z, tomado perpendicular ao plano.

O resultado obtido no Exemplo 2 ja se reduz a (3.26), com muito boa aproximagao,
desde que seja D << a (verifique!). Logo, se P, o ponto de observagdo do campo, esti a uma
distincia das bordas muito maior do que a distdncia ao disco, o campo detectado em P é pra-
ticamente 0 mesmo que seria produzido por um plano infinito uniformemente carregado. E
nesse sentido que devemos pensar em limites como a — ¢,
| Vemos também pela (3.2.6) que, ao atravessar o plano, o campo elétrico sofre
uma descontinuidade, cuja magnitude € 6/ € . Isso resulta de termos idealizado a camada
plana de carga como tendo espessura zero. Para uma camada de espessura finita homoge-
neamente carregada, 0 campo variaria continuamente entre os valores extremos dentro da

camada.

3.3 Linhas de for¢a

Sabemos que existe um campo elétrico numa regido do espaco quando uma carga
de prova colocada nesse ponto detecta a existéncia de uma forga. Serd possivel visualizar
de forma mais concreta o campo elétrico?

Para o campo magnético de um ima permanente, que discutiremos mais tarde, é
familiar como torné-lo visivel usando limalha de ferro, que tende a alinhar-se na diregéo
do campo em cada ponto, concentrando-se também mais nas regides onde o campo é mais
intenso. As curvas ao longo das quais a limalha se alinha s@o linhas de for¢ca do campo.

Uma linha de for¢a € definida como uma curva tangente em cada ponto a diregéo do
campo neste ponto. Assim, dada uma linha de forga, podemos determinar imediatamente
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a direcdo do campo em cada um dos seus pontos, bastando tragar a tangente i curva, e
podemos também obter o sentido do campo, indicando uma orientagio sobre cada linha.

Assim, por exemplo, para uma carga puntiforme, o campo elétrico tem a diregio
radial, apontando para fora se a carga é positiva e para dentro se ¢ negativa. O aspecto
das linhas de forga correspondentes estd indicado na fig. 3.5. Em ambos os casos, nio se
deve esquecer que o campo € tridimensional, tendo simetria de revolugdo em torno de
qualquer eixo que passa pe¢la carga.

No Exemplo 1 da se¢do anterior, em que se tém duas cargas puntiformes opostas,
vimos que o campo no plano z = 0 é vertical. Na vizinhanga imediata de cada uma das
cargas, o campo deve ser dominado por essa carga ¢ as linhas de forga devem asseme-
lhar-se as da fig. 3.5 (a) ou (b), o que d4 uma idéia qualitativa do aspecto dessas linhas,

que estdo representadas na fig. 3.6.
\
W f/& I
\

» f 4 N\ l /
- ' ,+ - -
(a) (b)

LA /
Figura 3.5 Linhas de forca para uma carga Figura 3.6 Linhas de forga para um par de
puntiforme (a) positiva; {b) negativa cargas puntiformes iguais e opostas

Nesse caso, existe simetria axial em torno do eixo z, de forma que devemos imaginar o
resultado da rotagdio dessa figura em torno do eixo que liga as duas cargas.

Para um plano uniformemente carregado, com o campo dado pela (3.2.6), o
aspecto das linhas de forga estd repfesehtado na.fig. 3.7. O campo é uniforme acima e
. abaixo do plano (linhas de forga paralelas

T T T T T ” e igualmente espagadas), mas tem senti-
,7‘ "‘l" ‘ *I i / dos opostos nos dois semi-espagos, com
e

uma descontinuidade ao atravessar o pla-
l l l i l l no, no qual nascem todas as linhas de for-
' ¢a, a partir das cargas.

Figura 3.7 Linhas de forga para plano E muito importante reconhecer os ele-
uniformemente carregado . . ]
mentos de simetria de um problema, pois

isto permite prever a simetria das linhas de for¢a. Na fig. 3.7, temos simetria plana, e as
linhas de forga tém de ser perpendiculares ao plano. Na fig. 3.5, hd simetria esférica, e

as linhas de forga tém de ser radiais.
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Para um fio cilindrico infinito uniforme-
mente carregado (fig. 3.8), temos sime-
tria axial (cilindrica), e as linhas de forga
sdo radiais em planos perpendiculares
ao fio, ou seja, tém a dire¢fio do vetor
unitério 6 em coordenadas cilindricas

f~ & =)
\H2¥s4& )
Embora ajude a visualizar o campo, a

representagdo por linhas de forca tem li-
Figura 3.8 Fio cilindrico mitagdes: dd a dire¢do e o sentido do
uniformemente carregado ~
campo em cada ponto, mas nio a sua
magnitude. Entretanto, é possivel dar uma idéia também da magnitude convencionando-se
que ela é inversamente proporcional 19 espagamento das linhas de forga, o que foi feito
nos exemplos acima.
Duas linhas de for¢a ndo podem se cruzar, porque a diregdio do campo E (suposto
# 0) num ponto de intersecgio deixaria de ser unica. Linhas de forga ndo sdo trajetérias
de particulas carregadas soltas em repouso no campo: dio s6, neste caso, a diregdo inicial
do movimento. Para particulas ja em movimento, a dire¢io da forga num ponto da traje-
téria nfo coincide, em geral, com a dire¢do da trajetdria.

3.4 Fluxo e lei de Gauss

onceito de fluxo ou vazdo de um fluido
onde a velocidade é v, o

Figura 3.9 Volume de fluido que Figura 3.10 Superficie fechada S
atravessa A S durante dt com normal externa
volume de fluido que atravessa um elemento de superficie AS (cuja normal tem a diregfio
A . , . . .
n) durante um intervalo de tempo d¢ é o volume dv (fig. 3.9) contido num cilindro de
. A .
base AS e geratriz v dt (altura v - ndt ), ou seja:
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dv=(v-f di)AS

O volume de fluido por unidade de tempo que se escoa através de AS (fluxo, vazao) é en-
tio

vV-nAS

Em particular, se o fluido é incompressivel, e se S é uma superficie fechada dentro da
qual ndo hd fontes nem sorvedouros de fluido, e f é o versor da normal externa a S
(fig.3.10),
J:v-ﬁdS:O (34.1)
s
onde § significa integral estendida a toda a superficie fechada S. Isso eqiiivale a dizer que
0 volume de fluido que sai através de § & 1gual ao que entra.
Por analogia com a hidrodindmica, chama-se Sfluxo do campo elétrico através de
um elemento de superficie AS (cujo versor da normal é i ) a grandeza A® definida por
E
AD=E-fAS =|EcosOAS, (34.2)

AS
‘ﬁ onde 8 € o ngulo entre E ¢ fi (fig. 3.11).

5>

Deve-se notar que:

(i) o elemento de superficie € orientado,

_/ ou seja, sua normal A tem um sentido

Figura 3.11 Fluxc através de A S preferencial.
(1) A® é >0 ou < 0O conforme 0 seja

agudo ou obtuso. Assim, na (3.4. ]) contrlbulgoes positivas e negativas se cancelam.
(iii) A unidade de fluxo é IN - m /C

Fluxo devido a uma carga puntiforme

Para uma carga ¢ puntiforme situada num
ponto O, o campo E num ponto P de um
elemento de superficie A S € dado por

E(P) - 7 L (3.4.3)

gy 1
onde F =r / r é o versor de OP (fig. 3.12).
O fluxo através de A S é entdo dado por

q AScosH

dneg 2 (3.4.4)

AD =

A

Figura 3.12 Fluxo devido a g onde cosO = F - #i.
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Digressdo sobre dngulo sélido
A expressdo que aparece na (3.4.4)

A
AQ = _§°2°—59 (3.4.5)

r

é o que se chama um elemento de dngulo sdlido. Trata-se de uma extensiio do conceito
de angulo plano expresso em radianos, cujas propriedades vamos discutir agora.

Num plano, o dngulo A ¢ (em radianos) subtendido por um elemento de arco
orientado Al em relagfio a um ponto O, situado 2 distdncia r de Al, é o mesmo que aquele
associado ao arco de circulo As com centro em O, de raio r, compreendido entre as
mesmas dire¢des (fig. 3.13), ou seja,

Ad=As/r=AlcosB/r (3.4.6)

Figura 3.13 Comparago entre um angulo plano A ¢ (radianos) e um angulo sélido A 2 {esterradianos).

que pode ser positivo ou negativo, conforme a orientagdo do arco. Note-se que A ¢ é
o arco de um circulo de raio unitdrio compreendido entre essas diregdes: As € propor-
cional a r.

Analogamente, no espago, o dngulo sélido AQ) subtendido por um elemento de
superficie orientado AS, com normal ﬁ em relag@o a um ponto O, situado a distincia r
de AS, é o mesmo que para AX, 4rea correspondente da esfera de raio r compreendida
dentro do mesmo cone de diregdes (fig. 3.13). Temos

AT = AScos 9 = AS (A - F) (3.4.7)

A A . . .
onde n e rsio as normais a AS e A%, respectivamente, que crescem como r?. Definimos

assim

AQ=AX/r? = AScosd/r? (3.4.8)
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que se mede em esterradianos, e pode ser posmvo ou negativo conforme 6 seja agudo
ou obtuso (o sinal muda com a orientagfio de n) Note-se que | AQ | é também a 4rea de
uma esfera unitdria compreendida dentro do mesmo cone.

3>

A
n

(a) (b)

Figura 3.14 Angulo sélido subtendido por uma superficie fechada S vista de um ponto O: (a) interno; (b) externo

Seja § uma superficie fechada, orientada em cada ponto (segundo a normal ex-
terna n)

Temos entdo, se O é um ponto interno a S (fig. 3.14 (a)], e j; representa a integral
sobre a superficie S fechada,

Q= 4; dQ=4n (O interno) (3.4.9)

pois esta € a drea de uma superficie esférica de raio r = 1.
Por outro lado, se O é um ponto externo a S [fig. 3.14 (b)],

4; dQ=0 (O externo) (3.4.10)

pois neste caso hd duas intersecgdes e eIementos correspondentes delas ddo contribui¢Ges
de mesmo médulo e sinais contrérios (n = - n)

Esses resultados sobre pontos internos e externos continuam valendo quando ha
mais de duas intersecgdes, como mostra a fig. 3.15 (contribui¢des adicionais em nimero
par se cancelam). |

(@) (b)
Figura 3.15 (a) NUimero par de intersecgdes, Q = 0; (b) Nimero impar de intersecgdes, Q = 4t
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O elemento de drea dS sobre uma esfera
de raio r, em coordenadas esféricas (fig.
3.16), é o produto dos arcos

M m
PP, (= rd8) x PP, (= rsen 0dg)

0 que da

dS = r* sen 0d0dd

dQy=dS /r* = senGdOd(b‘ (3.4.11)

Figura 3.16 Elemento de area em coordenadas esféricas

Essa expressao é importante em grande nimero de aplicagdes. Vamos usd-la, a ti-
tulo de exemplo, para calcular o dngulo sélido subtendido pelo circulo equatorial da esfe-
ra da fig. 3.16 com centro em O, de raio p, a distdncia OO, = z do centro O. Para isso,
basta integrar a expressio (3.4.11) sobre o dominio de variacdo das coordenadas esféricas
ao longo desse circulo:

Q= I;nd (bjjsene'de' =21 [-cost'];
o que da

Q=2n(1 - cosb) (3.4.12)
ou seja, usando o tridngulo OO, P da fig 3.16,

Q=2m1-— > | | (3.4.13)

(p2 g )1/2
Comparando essa expressdo com o resultado obtido no-Ex. 2, Se¢. 3.2, vemos que aquele

resultado (com D | pea | z) corresponde a (Q = angulo sélido subtendido pelo disco
em P)

El=7— 5= ) (3.4.14)

A razdo € simples. Na contribui¢ao para o campo de um anel de largura infinitésima (figs.
3.4, 2.5), basta considerar, por simetria, a componente perpendicular, dada por (fig. 2.5)

dE,| = [dE|cos® = 2200 _ O 4
=0 - 47'[80 r2 B 47t80
Em particular, para um plano infinito, tem-se 2 = 2 n acima do plano, 2 = -2 & abaixo

dele, o que leva a (3.2.6).
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Terminada essa digressdo sobre o conceito de Angulo sélido, voltemos a expres-
$30 (3.4.4) para o fluxo do campo de uma carga ¢ puntiforme através de um elemento
', - A P
de superficie dS orientado com normal n. Vemos pela (3.4.4) que esse fluxo é

q

dd = ane, daQ (34.15)

onde d € € o dngulo sélido subtendido por dS, visto da posigdo da carga. O fluxo Ds
através de uma superficie S fechada de normal externa 1 é entdo, pelas (3.4.9) e (3.4.10),

q ;dgz {q/eo se g estd dentro de §
S

5= 4ne 0 seqestd forade S (3.4.16)

Todos esses resultados valem para o campo de uma carga g puntiforme.

Como qualquer distribui¢cdo de cargas pode ser decomposta em elementos de
carga assimildveis a cargas puntiformes, e o campo resultante, pelo principio de superpo-
sigdo, € a soma dos campos de todos esses elementos, resulta entiio a lei de Gauss:

QSEJ E-dS=0/¢ (34.17)
S

onde

dS = nds (3.4.18)

Il

€ o elzmento de superficie orientado as-
sociado A normal externa 1 a superficie
fechada S, e Q é a carga total contida
dentro do volume V interno a superficie
S (fig. 3.17). Daqui por diante, adotare-
mos sempre a abreviagio (3.4.18).

Vemos assim que € possivel de-

tectar a presenga de carga dentro de uma
Figura 347 Superficie fechada S, com volume V superficie fechada pelo fluxo do campo

interno e elemento de superficie orientado d$ elétrico através desta superficie, da mes-
ma forma que se pode detectar a presenga de fontes (ou sorvedouros) de fluido dentro de
uma superficie fechada medindo a vazdo total do fluido através dela.

Dizemos assim que as cargas sdo as fontes do campo eletrostdtico.

3.5 Aplicacoes dua lei de Gauss

A lei de Gauss permite simplificar grandemente o célculo do campo eletrostitico
de uma distribui¢fio de cargas. Para isso, entretanto, é essencial que a aistribuigdo tenha



28 O campo elétrico

elementos de simetria (plana, axial, esférica...), de tal forma que se possa exprimir o fluxo
total através de uma superficie gaussiana fechada, judiciosamente escolhida para apro-
veitar a simetria, em termos da magnitude do campo, a mesma em qualquer ponto desta
superficie. Vejamos exemplos disso.

Plano uniformemente carregado

E, Neste caso, temos simetria em relagdo ao
plano, e ja vimos (Se¢. 3.3) que o campo
é uniforme acima e abaixo do plano, mas

: com sentidos opostos (Fig. 3.18):

A
f
/
(o i I R
/"."" ¥ E, =E i=-E_

/|
)— _____ e
e Tomando para superficie gaussiana o pa-
| | E=_E, ralelepipedo da figura, com bases de 4rea
A, s6 ha fluxo através das bases, e vem
Figura 3.18 Superficie gaussiana S para um &, =2E,A=Q /g, =0CA/¢g

plana uniformemente carregado

onde ¢ é a densidade superficial de carga, o que da

E, =+c/(2¢)2 (3.5.1)
o mesmo resultado da (3.2.6).
Z; P Fio cilindrico, carga uniforme
Vimos na Se¢. 3.3 que, em coordenadas
1 . 1. .
| > c1.hndr1c¢;1\s (p,o, z ), 0 f:amlo.o deve ter a
dire¢iio p e, pela simetria axial, deve ser
] AN 2 mdependente de ‘q) e de z, o que da
// \: ’,; / \\ i
NP N E=E/(p)p (3.5.2)
= e - R
“‘-’~/~ R - O campo mais geral teria trés componen-
S tes, cada uma delas dependente de
(p,9,z), de modo que a simetria levaa
) 4 uma grande simplificagdo.
— A superficie gaussiana adaptada
Figura 3.19 Superficie gaussiana A simetria é aqui um cilindro coaxial de
§ dlindrica raio p e altura A z (fig. 3.19), que contém

em seu interior a carga A A z, onde A € a densidade linear de carga sobre o fio. S6 existe
fluxo através da superficie lateral, de forma que a lei de Gauss da:

@ =2npAzE,(p)=AAz/ g
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ou seja

A

= 2me, p p (3.5.3)

que cai mais lentamente com a distincia (sé com a primeira poténcia, em lugar do qua-
drado). Isso se deve a termos nesse caso uma distribui¢do de cargas que se estende até o
infinito (fio infinito).

Camada esférica, carga uniforme T T T »
. . - N
Consideremos uma camada esfé- /
rica de raio a e espessura infinitésima / \
Ar (fig. 3.20), com densidade de carga / \
p e carga total L ar \
|
/
AQ = 4ma® Arp \ /
. . .. , /
Por simetria o campo ¢ radial e sé depen- g
de da coordenada esférica r, ou seja, ™~ -
E=E()r (354 Figura 3.20 Camada esférica de carga

e superficies gaussianas Se S’

A, e s . . I
onde r é o vetor unitdrio radial. Para calcular o campo num ponto P interno a camada,
tomamos uma superficie gaussiana esférica concéntrica S passando por P (fig. 3.20).

Como ndo hd cargas dentro de S, a lei de Gauss dd
E(r)=0 (r<a) (3.5.5)

Por outro lado, para um ponto P externo, a supeificie gaussiana é uma esfera concéntrica S’
que passa por P e contém toda a carga A Q da camada, de forma que a lei de Gauss dd

O; =4nr’ E(r) = AQ /e, = 4na® pAr /g,

ou seja

EG) = —22 ;. 1(;) Ar i (3.5.6)

2
drne, r (N

Assim, 0 campo externo a camada é o mesmo que se toda a carga da esfera estivesse
concentrada no seu centro.

Esses resultados, mostrando que uma camada esférica uniforme nao produz cam-
po em seu interior, € que atua em pontos externos como se sua carga estivesse toda
concentrada em seu centro, sdo inteiramente andlogos aos obtidos por Newton para o
campo gravitacional (Fis. Bds. 1, Se¢. 10.9)
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Por que o campo € nulo dentro da cama-
da? Um elemento de superficie AS,, da
camada a distancia r, do ponto interno P
(fig. 3.21) contém uma carga p AS; Are
gera em P um campo de magnitude

pAr AS,  pAr

AE, = 4ane, (rl)z - 4re,
Figura 3.21 Cancelamento entre as z A 21 .
contribuicdes de AS & AS; onde AQ é o angulo sélido subtendido
por AS, em P.

O angulo sélido "oposto pelo vértice" corta a camada segundo AS , que dd uma
contribui¢io de sentido oposto (fig. 3.21) e magnitude

Ar AS Ar
AE, = £ 2 = P2 A= AE
4ne, (rz) 4me,
Essas duas contribui¢es sdio portanto iguais e opostas, o que explica o cancelamento.
Deve ser notado, porém, que esse resultado depende crucialmente do fato de que a lei de
forgas é como a da gravitagiio, com proporcionalidade inversa ao quadrado da distdncia.

n

Se em lugar disso se tivesse uma lei do tipo " com n # 2, os campos nio seriam
proporcionais aos dngulos sélidos, e o cancelamento deixaria de ocorrer.

Como qualquer distribui¢do de carga esfericamente simétrica pode ser imaginada
como resultado da superposi¢do de camadas esféricas de espessuras infinitésimas, pode-

mos agora aplicar os resultados acima a uma tal distribuicdo,

para a qual, por simetria, o campo serd da forma (3.5.4). Num ponto a distincia r do
centro, uma camada interna entre #” e v’ + dr’, com r’ < r, dard uma contribuicdo do
tipo (3.5.6), ou seja, "

dE(r) = %r,)(i]z dr’

0 r

ao passo que as camadas externas ( " > r) ndo contribuem. Logo,

r ] 13
E(r)= _[)dEr(r’) :'é;)r_%[)p(r')"'zdr' (3.5.8)

o mesmo resultado que se teria se toda a carga até a distdncia r estivesse concentrada no
centro.
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O teorema de Earnshaw
Um conjunto de cargas puntiformes

ik p; -~ E(r) q,q,-..,qn , em posicdes fixas, criam

52 . ro um campo eletrostdtico no vécuo. Seja P
Qs v P / um ponto qualquer, ndo ocupado por ne-

~ /S nhuma dessas cargas (fig 3.22). Se colo-

= carmos em P outra carga puntiforme g,
A poderd ela permanecer em equilibrio es-

Figura 3.2 Teorema de Eamshaw tdavel nesta posigiio sob a agio do campo

criado pelas demais cargas? O teorema de Earnshaw diz que isso ndo acontece.

Para demonstra-lo, consideremos as condi¢des para o equilibrio estivel de g: (i)
a forca gE(P) sobre ¢ em P deve anular-se, ou seja, E(P) = 0; (ii) (estabilidade do
equilibrio) para qualquer pequeno deslocamento r da carga a partir de P, a forga corres-
pondente deve ser restauradora, ou seja, E(r) deve apontar de volta para P. Logo, ima-

ginando uma pequena superficie gaussiana S esférica de raio » com centro em P (fig.

322), a componente normal do campo E, (r) deve ser < 0, o que d4, para o fluxo
Og( r) sobre S,

(I)s(r)< 0

por menor que seja r.

Mas isso, pela lei de Gauss, implicaria a existéncia de carga negativa em P, contra
a hipdtese de que P é um ponto do vdcuo, situado fora da distribui¢iio de cargas punti-
formes dada. Isso demonstra o teorema de Earnshaw.

Uma das conseqliéncias desse resultado € que nio pode ser construido um modelo
cldssico estdvel de um dtomo com base numa distribuigiio de cargas fixa (estitica). Ve-
remos mais tarde que isso permanece vdlido para um modelo dindmico, como o do dtomo
de Bohr, em que elétrons descrevem Grbitas em torno de um niicleo atbmico carregado
positivamente. Nesse caso, a instabilidade, dentro da fisica cldssica, resultaria da emisséo
de radiagiio. ,

Campo elétrico na superficie de um condutor

Vimos na Se¢. 2.2 que uma carga pode deslocar-se livremente no interior de um
meio condutor. Logo, numa situacdo de equilibrio eletrostitico, ndo pode haver cargas
(ou seja, p = 0) nem campo elétrico (tem de ser E = Q) entro de um condutor, pois as
cargas se deslocariam sob a aciio do campo, rompendo o equilibrio estdtico;

p(P) =0 = E(P), para P no interior de um meio condutor (na eletrostdtica) | (3.5.9)

A relaxagdo para o equilibrio de uma distribui¢éo de cargas inicialmente colocada
dentro de um meio condutor € um processo extremamente rdpido: tipicamente, para um
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corpo condutor macroscépico, leva apenas uma fra¢éio de segundo. Sabemos, por outro
lado, que ¢ possivel comunicar carga a um condutor isolado. Onde entdo ela ird locali-
zar-se? SO pode ser na superficie do corpo: com efeito, um ponto da fronteira é diferente
de um ponto situado no interior do meio, pois separa dois meios diferentes, estando em
contato com um isolante — o suporte do condutor ou a atmosfera.

Na descri¢do macroscépica, aparece portanto na superficie de um condutor car-
regado uma densidade superficial de carga ¢ # 0. Microscopicamente, essa carga reside
numa camada de transi¢do, formada por algumas camadas atdmicas na superficie.

Exatamente na superficie, do lado isolante, temos entdo E # 0, mas este campo
E ndo pode ter uma componente tangencial a superficie, pois ela produziria um desloca-
mento de cargas sobre a superficie (corrente superficial). Logo, a componente tangencial
do campo elétrico, Eung , tem de anular-se na superficie.

E ang = 0 na superficie de um condutor (3.5.10)

ou seja, as linhas de forca de E témn de ser normais a superficie do condutor.
+ A E Consideremos entio uma superficie gaus-
siana em forma de caixa cilindrica, com

a tampa A S na superficie de um condutor
e a base dentro dele (fig. 3.23). Sobre
A S, E tem a dire¢io da normal externa

Ial o
+ n . Na base e na superficie lateral, que

estio dentro do material condutor, E = 0.

Logo, o fluxo total de E sobre a superfi-

+

+ cie gaussiana &

+ +
Figura 3.23 Superficie gaussiana (caixa n-EAS=EAS=AQ /e, =0cAS /¢,
cilindrica) na superficie de um condutor '

usando a lei de Gauss. Obtemos assim, na superficie do condutor,

E=Ehi=(c/¢g)i (3.5.11)

onde o € a densidade superficial da carga, tomada no ponto onde se calcula o campo E.

Comparando com o resultado (3.2.6), védlido logo acima (sinal +) e logo abaixo
(sinal —) do centro de um disco circular uniformemente carregado, vemos que a (3.5.11)
representa o0 dobro do campo acima do disco. A razio € simples: se subdividirmos a
contribui¢do das cargas superficiais do condutor numa porgio devida a um disco circular
muito pequeno, com centro no ponto considerado, e noutra, devida ao resto das cargas,
a segunda deve cancelar a primeira logo abaixo do disco — dentro do condutor, onde
E = 0 — logo, duplica-a logo acima dele.
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3.6 Divergéncia de um vefor e equacao de Poisson

Numa teoria de campo, queremos exprimir o estado do campo E num ponto P
em termos de seu comportamento na vizinhanga imediata de P. Pela lei de Gauss,

S

¢ um indicador global da presenga de cargas (fontes de E) no volume interno a S. Que-
remos agora encontrar um indicador local que sinalize a presenga de fontes num ponto P.

ds Para isso, envolvemos P por uma super-

ficie gaussiana fechada AZ, que limita um

volume muito pequeno AV (fig. 3.24) e

contém uma carga Aqg = p (P ) AV, onde

p (P ) é a densidade volumétrica de carga

Az em P. Aplicando a lei de Gauss a AX,

Figura 3.24 Volume A V limitado por uma obtemos
superficie A Z em torno de P

D,5 =47 E-dS=Aq/ey = p(P)AV /g,
AZ

o que da

L A ey a6

Esse limite, que caracteriza a densidade de fontes do campo em P, € independente da
forma de AX e define assim uma caracteristica local do campo E, que se chama a sua
divergéncia, e se representa pela notagdo div E. Para um vetor v qualquer, definimos

: B 1
divv(P) = A{}EOLAW{ v~dSJ (3.6.2)

onde AV € um volume arbitrdrio que envolve o ponto P e dS é o elemento de superficie
orientado segundo a normal externa a sanerficie AX de AV.

Das (3.4.30) e (3.4.31), decorre a equagdo de Poisson da eletrostdtica

divE =p /g, (3.6.3)
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que € a forma local da lei de Gauss. Em particular, no interior de um meio condutor,
onde E = 0, isso implica que temos também p = 0, conforme jd haviamos visto.

A fig. 3.25 mostra a relagfio entre o sinal de div v(P) e o aspecto das linhas de
forgca de v num entorno de P. Em (a), temos uma fonfe em P e div v(P) é > 0; em (b),
temos um sorvedouro em P e div v(P) < 0; em (¢), niio h4 fonte nem sorvedouro em P,
e div v(P) = 0.

==:
T

(a) (b) (c)

Figura 3.25 (a)divv(P) > 0 (fonte); (b) divv (P ) < 0 (sorvedouro); {c) dvv(P) = 0

Cdlculo de div v em coordenadas cartesianas
Como a defini¢gdo (3.6.2) de div v ¢ independente da forma do elemento de
volume AV, vamos escolher um elemento de volume com a forma de um paralelepipedo
retangulo centrado no ponto P(x, y, z) e de lados infinitésimos Ax, Ay e Az (fig. 3.26),
cujos vértices tém coordenadas (x * 3 Ax,y + 3 Ay,z £ 5 Az).

j P(xy.2)
-t 1 ® 2 @t
A A _
n=|-x AV n=x
Ay
/ Az
- AX >

Figura 3.26 Elemento de volume para cdlculo de div E
em coordenadas cartesianas
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Vamos calcular o fluxo de v através das faces perpendiculares a diregdo x, com
drea Ay Az, tomando os pontos 1 e 2 onde v é calculado no centro destas faces. Assim,
os pontos 1 e 2 tém coordenadas, respectivamente (x % % Ax,y,z) ou seja, sé diferem
pela coordenada x, em Ax.

O fluxo @, , através dessas duas faces, considerando que Ay ¢ Az sio infinité-
simos, pode ser aproximado por

O, = [v,2)—v. ] AS = [v,(2) — v, ()] AyAz
Pela defini¢fio de derivada parcial, como Ax € infinitésimo.

1 1 dv,
v(x+ 2Axy zJ-—v (xy.2) £ > al; (x,y,Z)Ax

X X h: ( . ’Z)

Substituindo na expressdo acima de @,, vem

»,
Ay Az = == AV

. ox

_ X
* ox

Para os fluxos sobre os dois outros pares de faces ®, e @, , valem resultados analogos,
o que dd

v, ayy v,
<I>+<D+<I) 5{ -dS= (ax ay+az)AV

onde AX é a superficie gaussiana que delimita o volume AV,

Levando esse resultado na (3.6.2), obtemos finalmente a expressdo da divergéncia
de um vetor em coordenadas cartesianas:

>, v, o,

X

xt % (3.6.4)

divy =

onde as derivadas parciais sfo todas calculadas no ponto P(x, y, 2).

Exemplo 1 — Sejav=r= XX + y§ +z2Z. Aplicando a defini¢ao (3.6.2),

onde tomamos para ¥ uma esfera de raio r com centro na origem, vem
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Jv-ds=§rdszrs=4nr3
p> z

AV = 2
—31tr

0 que d4 div r = 3 na origem. Por outro lado pela (3.6.4),

divrza—x+gy~—+g—z=l+l+l=3

ox dy
Vemos que o resultado vale em qualquer ponto do espago.

Exemplo 2 ~ Consideremos uma carga puntiforme ¢ na origem. O campo que
produz num ponto r é, pela lei de Coulomb,

q r
3

Exceto na origem, a densidade de carga é = 0, de forma que a equagdo de Poisson
(3.6.3) da

divE=0 (r#0)

Vamos verificar esse resultado. Temos

O, __q 9fx)_ _q (1 3xa
dx  4me, dx\r ) dme \rd T 44 Ox

onde

Logo,

e resultados correspondentes para as dire¢des y e z, 0 que d4, para r # 0,

dE, OJE, OE

g [3 3(x+y +72)]
+ —_—
dy

J=O (r+0)

<

az - 47[80 {r‘w r5

concordando com o resultado acima.
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O reorema de Gauss

Para um volume AV suficientemente pequeno (infinitésimo), limitado por uma
superficie AZ, a (3.6.2) da

47 v-dS=divvAV (3.6.5)
AZ

Qualquer volume V pode ser decomposto em elementos de volume AV aos quais podemos
aplicar esse resultado. Se somarmos as contribuigdes de todos esses elementos, obtemos,
no limite em que AV — 0,

S divvav - [divvav
1%

Por outro lado, ao somar os fluxos do 1.°

membro da (3.6.5) sobre todos os ele-
mentos, cada elemento de superficie de

AY interno ao volume V é comum a dois
elementos de volume adjacentes, com

3>

suas normais externas orientadas em sen-
tidos opostos (fig. 3.27). Assim, as con-

tribuigbes ao fluxo de elementos de su-

Figura 3.27 Fluxos sobre a face comum de elementos perfl’cie internos cancelam-se duas a dUZlS,
de volume adjacentes se cancelam .
restando somente o fluxo sobre a superfi-

cie externa S do volume V, ou seja, a soma dos fluxos da
S vas={ v.as
~az s

Resulta entdo finalmente,

_[div vdv=§[ v-dS (3.6.6)
v S

onde V ¢ um volume limitado por uma superficie fechada S e dS € o elemento de
superficie orientado segundo a normal externa. Esse resultado, que se aplica a qualquer
campo vetorial v, é o teorema de Gauss.

Em particular, tomando para v o campo eletrostdtico E e usando a equacdo de
Poisson (3.6.3), resulta

g

i{ E~dS=IdivEdv=LdeV:—
N 1% £ €

que € a lei de Gauss. Vemos assim que a equagao de Poisson € equivalente a lei de Gauss.
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PROBLEMAS

1. Trace de forma esquemitica as linhas de forga associadas a um par de cargas punti-
formes +2 g e — ¢, separadas por uma distancia d. Explique o tragado e discuta qualitativamente
o comportamento das linhas em pontos préximos e distantes das cargas, em diferentes regiGes.

2. Um modelo clissico de uma molécula ionizada é constituido por um par de particulas
fixas, ambas de carga + e, separadas por uma distincia 2a, com uma terceira particula, de carga
— e, massa m, descrevendo uma érbita circular de raio p em torno do eixo que liga as duas outras
cargas. Obtenha: (i} o campo elétrico que atua sobre a carga — e; (ii) a relagdo entre o raio p e a
freqiiéncia angular de revolugdo .

3. Seja E a magnitude do campo num ponto P situado a uma distdncia D de um plano
uniformemente carregado com densidade superficial de carga 6. A maior contribuicio para E
provém dos pontos mais préximos de P sobre o plano. Mostre que a regiio do plano situada a
uma distincia £ 2D do ponto P ¢ responsédvel pela metade (E/2) do campo em P.

4. Um fio retilineo de comprimento / estd uniformemente carregado com densidade linear
de carga A. (a) Calcule o campo elétrico num ponto situado sobre o prolongamento do fio, a uma
distincia d de sua extremidade. (b) Calcule a magnitude do campo, se I = d = S5cm ¢ a carga total
do fio é de 3 pC.

A 5. Dois fios retilineos de mesmo comprimento
‘ a, separados por uma distdncia b, estio uni-
oP b formemente carregados com densidades linea-
res de carga A e — A (fig.). Calcule o campo
Y -\ L ] elétrico no centro P do retangulo de lados a e
a b (veja sugestiio do problema 8 do Cap. 2).
6. Um fio quadrado de lado 2! estd ) P

uniformemente carregado com densidade li-
near de carga A. Calcule o campo elétrico
num ponto P situado sobre a perpendicular ao

centro do quadrado, a distdncia D do seu pla-
no (fig.). Sugestio : Use componentes carte-
sianas e consideragdes de simetria.

7. Uma carga puntiforme ¢ € colocada numa caixa cubica de aresta /. Calcule o fluxo do
campo elétrico sobre cada uma das faces {a) se a carga ocupa o centro do cubo; (b) se é colocada
num dos vértices.
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8. O valor médio do campo elétrico na atmosfera num determinado dia, num ponto da
superficie da Terra € de 300 N/C, dirigido verticalmente para baixo. A uma altitude de 1400 m,
ele reduz-se a 20 N/C. Qual ¢ a densidade média de carga na atmosfera abaixo de 1400 m? [Para
mais informagdes sobre eletricidade atmosférica, veja R. P. Feynman, Lectures on Physics (Addi-
son-Wesley, Reading, 1964), vol. 2, Cap.9].

9. Dois planos paralelos estio uniformemente carregados, com densidades superficiais de
carga 0 e — 0, respectivamente. Calcule o campo elétrico em pontos acima de ambos, abaixo de
ambos, ¢ entre os dois. Represente as linhas de forga nas trés regides.

10. No modelo cldssico de J. J. Thomson para o dtomo de hidrogénio, a carga + e do
nicleo era imaginada como estando uniformemente distribuida no interior de uma esfera de raio
a da ordem de 107 cm (raio atdmico) e o elétron era tratado como uma carga puntiforme — e
movendo-se no interior desta distribuigio. (a) Calcule o campo elétrico que atuaria sobre o elétron
num ponto a distdncia r < a do centro da esfera; (b) mostre que o elétron poderia mover-se
radialmente com um movimento harménico simples; (c) Calcule a freqiiéncia de oscilagio e com-
pare-a com uma freqliéncia tipica da luz visivel, bem como com o resultado do Probl. 3 do Cap. 2.

11. Calcule div (¢ X r), onde ¢ é um vetor constante.

sidade de carga volumétrica p, envolve uma
esfcra concéntrica de raio a, também carrega-
da uniformemente com a mesma densidade
(fig.).

Calcule o campo elétrico nas quatro
regides diferentes do espago: 0 < r £ a,
as<r<b,bLr<€c,c<r.

13. Uma distribuigdo de carga esfericamente simétrica tem densidade volumétrica de
carga dada por

plr) = poexp(-r/a}) (0<r <o)

onde po € uma constante ¢ r € a distincia a origem.
(a) Calcule a carga total da distribuic¢do
(b) calcule 0 campo elétrico num ponto qualquer do espaco.
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Ay
d

15. Uma esfera uniformemente car-
regada com densidade volumétrica p contém
em seu interior uma cavidade esférica. Mostre
que o campo no interior da cavidade € uni-
forme ¢ é dado por E = pd/(3¢€), onde d
€ o vetor que liga os centros das duas esferas
{fig.). Sugestao: Use o principio de superpo-
sigdio.

14. Uma camada carregada infinita compreen-
dida entre os planos y = —a e y = a (fig)
tem densidade volumétrica de carga p cons-
tante. Ndo ha cargas fora dela. (a) Calcule o
campo elétrico E dentro, acima e abaixo da
camada; (b) Verifique que E satisfaz a equa-
¢do de Poisson.

16. Um cilindro circular muito longo, de raio
R, estd uniformemente carregado, com densi-
dade volumétrica de carga d.

(a) Por argumentos de simetria (explicando-
os), obtenha a direcdo e o sentido do campo
E num ponto P a distincia p do eixo do ci-
lindro e sua-dependéncia das coordenadas ci-
lindnecas (p, ¢, z).

(b)Calcule [El num 'ponto P interno ao cilindro
(0<p<R).

{d) Esboce um grifico de |IEl em fungio de

p.



O POTENCIAL
ELETROSTATICO

ico, como o campo gravitacional, & conservativo. Isso permite
simplificar sua descri¢do, reduzindo-a a uma Unica fungfo escalar, o potencial eletrostd-
tico, que trataremos neste capitulo. Veremos também uma forma de exprimir localmente

0 cardter conservativo do campo, introduzindo o rotacional de um campo vetorial.

4.1 Recapitulacéio sobre campos conservativos

Vamos recapitular brevemente resultados gerais sobre campos conservativos ji
vistos no curso de Mecénica (Fisica Bdsica 1, Se¢s 7.2 a 7.5). Vimos que, se C é um
caminho qualquer entre dois pontos P, e P,, orientado de P, para P, (fig. 4.1), o traba-
lho realizado por uma forga F ao longo deste caminho é definido por

P
w© zj2Fdl 4.1.1)
(OS]

onde o clemento de linha dl tem a orien-

ta¢ido de C. No SI, o trabalho se mede
em J (joules). Em particular se C é a
Figura 4.1 Trabalho da forga F ao longo de C trajetdria descrita por uma particula de
massa m, com velocidade v(¢), sob a acéo
de F, temos

Wl =T, - T, (4.1.2)

2 . . o Rng rd . r o ~ . ~
onde T = % mv” € a energia cinética da particula; ou seja, o trabalho € igual 2 variagdo
da energia cinética entre os dois pontos.
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Se F é uma forca central,

F=F(r)r (4.1.3)

A o . . .
onde r é o versor da dire¢do radial, com origem no centro de forgas, a (4.1.1) fica

P T
© _|°? P i
W, = Flrir-dl= Fir)d
P, 5P, |P1 © (r) L (r)dr (4.1.4)

o que ndo depende do caminho C, mas tio somente dos pontos inicial e final. Podemos
escrever

jrz F()dr==[U(r)-U(n)] (4.1.5)

ry

onde

Ulr)= —Jr F(r)dr (4.1.6)

ro

em que ro € um ponto arbitrariamente escolhido, onde se toma U = 0.
As (4.1.2) a (4.1.5) ddo entdo

.,+U, =T,+U, = F (4.1.7

que exprime a conservagdo da energia. A fungdo U(r) é a energia potencial, € E € a
energia total. A energia potencial € definida a menos de uma constante aditiva arbitrdria,
que corresponde na (4.1.6) a arbitrariedade na escolha de ro (onde U se anula). A varia-
¢do (4.1.5) da energia potencial entre dois pontos é bem definida, independendo da es-
colha dessa constante. - "

Uma forga para a qual o trabalho (4.1.1) depende apenas dos pontos inicial e
final, e ndo do caminho C entre eles, chama-se conservativa.

P, A independéncia do caminho pode ser ex-
pressa de forma equivalente notando que,
se invertermos o sentido de um dos dois
caminhos C, e C, entre dois pontos, for-
mamos um caminho fechado orientado

P, C, C = C; + (—C). A inversiio do senti-
do de G, troca o sinal do trabalho sobre
Figura 4.2 Caminho fechado C = Cy + (-C3) C,, levando a
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J F-dl=0 (4.1.8)
fo

onde o 1.° membro chama-se circulagdo da for¢a F ao longo do caminho fechado orien-
tado C. O raciocinio também vale em sentido inverso. Logo é condi¢do necessdria e
suficiente para que uma forga seja conservativa que sua circulagéo ao longo de qualquer
caminho fechado seja = 0. Além das forgas centrais, outros exemplos de forgas conser-
vativas foram vistos no curso de Mecinica.

A generalizacio da (4.1.5) é

J* r-a1=fu(e)-u(n) o

. . e, e A A A
e, para um deslocamento infinitésimo, dl = dxX + dyy + dzz,

F~dl=—dU=—(il—J-dx+a—U-dy+a—Udz] (4.1.10)
| 0x dy oz )

0 que também pode ser escrito
F = —gradU 4.1.11)

onde, em coordenadas cartesianas,

U . U,

gradU = M 3y y+a—zz (4.1.12)

O gradiente é uma espécie de "derivada tridimensional" de uma fungfo escalar. Projetan-
o A . o . A
do-o sobre uma dire¢do de versor s, obtemos a derivada direcional na diregdo s:

oU /ds=§-gradU (4.1.13)

As derivadas nas dire¢3es dos eixos cartesianos na (4.1.12) sdo um caso particular.

Uma superficie em que U é constante chama-se superficie eqiiipotencial. Assim,
para forgas centrais, as superficies eqiiipotenciais sdo esferas concéntricas r = constante.
Se dl € um deslocamento sobre uma superficie eqiiipotencial, temos entdo

dU = grad U - dl = 0 (4.1.14)

mostrando que grad U, portanto F, sdo perpendiculares as superficies eqiipotenciais.
Logo, as linhas de forca de um campo conservativo sdo trajetérias ortogonais das su-
perficies eqliipotenciais deste campo.

Temos ainda, pela primeira igualdade da (4.1.14), que dU é méximo quando dl
¢ paralelo a grad U. Logo, a dire¢do de grad U é a da linha de maior aclive, sobre a
qual U cresce o mais rapidamente possivel, e grad U aponta no sentido de U crescente.
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Exemplo: Para qualquer fun¢do que s6 dependa de r, f (r), a (4.1.13) da
af .
grad f(r) = it (4.1.15)

. A 9 ~ 9 0
Em particular, grad r = r, que aponta na dire¢do em que r cresce 0 mais rapidamente
possivel (direg¢do radial).

4.2 O potencial coulombiano

O campo devido a uma carga puntiforme g na origem,

E(r) = : (4.2.1)

que representa a forga sobre uma carga de prova unitdria, € central, e por conseguinte
conservativo. O trabalho correspondente sobre a carga de prova unitdria, levada de
P, para P,, é independente do caminho, e a (4.1.9) da

P.
—IPZ E-d1=V(p,)-V(R) (4.2.2)

o que define (de forma geral), a diferenca de potencial entre P, e P|. E o trabalho que
tem de ser realizado contra a forga exercida pelo campo para levar uma carga unitaria de
P, para P,. Se V(P,) > V(P,), a energia potencial de uma carga positiva € maior em
P, do que em P;.

Como trabalho por unidade de carga, suas unidades sdo J/C. Por defini¢do,

17/C=1V(vold) E (4.23)

A.(4.2.1), para uma carga puntiforme ¢ na origem da

V(rz)_v(rl):—:zE'm:- q J’rz_,d%ﬂzi[i__l_) (4.2.49)

1

A escolha do nivel zero para V € arbitrdria {como para W). Para uma distribuigcdo de
carga toda contida numa regido finita do espaco (como € o caso de uma carga puntifor-
me), é conveniente convencionar que

V() = 0 (4.2.5)

Com essa convengio, a (4.2.4) da

q
47!807‘

vi)=—) E-ai- (4.2.6)
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para 0 potencial coulombiano de uma carga puntiforme q na origem. Ele representa o
trabalho por unidade de carga necessdrio para trazer uma carga de prova desde uma
distdncia infinita até uma distincia r da carga g. Note que o potencial coulombiano de
uma carga cai com 1/r, em lugar de 1 /r* como o campo. As superficies eqiiipotenciais
sdo esferas com centro na carga.
E importante observar que a convengio (4.2.5) para escolha do zero do potencial
Y

nfio pode ser adotada quando a distribui¢@o de carga se estende até o infinito. Veremos
exemplos mais adiante.
Cdlculo de campo a partir do potencial
O andlogo da (4.1.11) para uma carga de prova unitdria é
E = —gradV 4.2.7)
Em particular, para V = V(r),
dv .
E=——t (4.2.8)
dr

0 que recupera o campo coulombiano a partir da (4.2.6),

qg dl). q .
E=- —|=|f = ——F
dne, dr\r 4ane,r

A unidade de campo elétrico (1 N/C) € também equivalent 1 V/m (volt por

*
metro, mais familiar). J4 vimos no curso de Mecénica que também se usa o eV (elétron-

ALIVRANSy AREAAG L RAbnisRdRs M- Sl AR

volt) como unidade de energia: é a energia potencial adquirida por uma particula de carga
igual & do elétron ao atravessar uma diferenca de potencial de 1 volt. Pela (2.5.1), temos

portanto
leV = 16 x 107 (4.2.9)
Potencial de uma distribuigdo de cargas

Pelo principio de superposi¢io, para um sistema de cargas puntiformes como o
da fig. 3.1,

_ 9j
V(P)—Ej imeor, (4.2.10)

onde r; € a distincia da carga g; ao ponto P.

*  Fis. Bds. 1, Seg. 7.5
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Para distribui¢des continuas de cargas, esse resultado se generaliza para

__1 |da
v(P)= 4%0]- ; (4.2.11)

onde r € a distincia do ponto P ao elemento de carga dq, e

[p dv (distribui¢cao volumétrica)
dq = yodS (distribui¢Ho superficial) (4.2.12)
Adl (distribui¢?o linear)

Em geral € mais simples calcular V (uma s6 funciio escalar) e obter E como — grad V,
do que calcular as trés componentes de E.

Distribuicdes de cargas dadas e problemas de contorno

Vimos na (3.5.2) que o campo elétrico na superficie de um condutor é normal
a superficie. Logo, a superficie de um condutor é uma superficie eqiiipotencial.
Como E = 0 no interior do meio condutor, o volume do condutor contiguo a superficie
também estd no mesmo potencial.

Em principio, podemos produzir uma dist.ibuigfio de cargas arbitrdria num corpo
isolante, pois a carga permanece onde foi colocada. Neste caso, a (4.2.11) resolve o
problema do cdlculo do potencial. Entretanto, isso ndo se aplica a condutores: quando
transmitimcs carga a um corpo condutor, a distribui¢io de equilibrio eletrostdtico € aquela
para a qual o campo no interior do meio se anula. Logo, a carga terd de se distribuir sobre
a superficie de forma a satisfazer a essa condicé@o, o que equivale a dizer que a superficie
tem de ser eqliipotencial.

A solugio de um problema desse tipo é portanto especificada por condigdes a
serem satsfeitas na superficie de condutores, que se chamam por isso d2 condigdes de
contorno, e o problema correspondente chama-se um problema de ontorno. Nio pode-
mos resolvé-lo empreganco a (4.2.11), porque ndo conhecemos a densidade de carga
superficial o no condutor; ela é uma das inc6gnitas do problema e, para um condutcr Je
forma qualquer, ¢ variard em geral de ponto a ponto da superficie.

Em geral, é bem mais dificil resolver um problema de contorno com c2ndutores
do cue um problema com isolantes, nos quais a distribui¢iio de cargas € dada, cuja so'ugio
é a (4.2.11). Entretantc, podemos empregar uma tdtica inversa, que poderiamos chamar
de "uma solugio a procura de um problema”, em lugar de um problema do qual procu-
ramos a solug¢io. Dado um potencial (4.2.11) que corresponde a uma determinada distsi-
bui¢do de cargas, podemos determinar as suas superficies eqiiipotenciais. Uma vez obti-
das, podemos imaginar uma ou mais dessas superficies materializadas como superficies
de condutores. O potencial dado serd entfio solug¢do de uin y:ob.ema de cortomno ccm
esse" condutores. Exemplos serfio vistos a seguir.
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4.3 Exemplos de calculo de potencial

Exemplo 1: Anel isolante uniformemente carregado, ponto P no eixo:

P Para um anel de largura muito pequena, to-
dos os pontos sdio equidistantes de um ponto
P no eixo (fig.4.3). Se Q € a carga total do
anel, temos entid

o _ Q

V(P) = = 43.1
4TE,r 4ne, (p? + 22 )'/2 ( )
0 que da
dv .
E=—-gradV = ~ L 2
Figura 4.3 Anel carregado ‘ o) z i (43.2)

= 4n£0 (pz + 22)3/2 Z

que é obtido de forma bem mais simples do que seria o cdlculo direto do campo.

Exemplo 2: Disco circular isolante uniformemente carregado, ponto P no eixo:

Seja a o raio do disco e ¢ a densidade superficial de carga. Podemos decompor
o disco em anéis concéntricos de raio varidvel p, largura infinitesimal dp e carga
dQ = 2np dp - o (fig. 4.4) e usar o resultado (4.3.1) para obter V(P):

pe+
0 que da
6] 2 2\1/2
Figura 4.4 Disco carregado Viz) = e [(a +2z ) = |z|] “43.3)
i 0
uniformemente
onde o dltimo termo é (z°) Y% = Izl.
O campo E ¢ entdo

dv ,
= — V=-——

E grad 7 z

0 que d4, notando que
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i| |__z__{+l(z>0)
24T " 11z < )

o resultado

(o] Z Z 1.

que coincide com a expressdo anterior (Ex.2, Se¢. 3.2) e, como ja vimos, troca de sinal
com Z.

Em particular, no limite em que a — oo (plano uniformemente carregado), vol-
tamos a obter o resultado (3.2.6):

A

B

Exemplo 3: Cilindro circular condutor carregado

g
E=— 23
E= e T (4.3.4)

Consideremos o problema de um fio uniformemente carregado com densidade
linear de carga A (Seg. 3.5). Nesse caso, ndo podemos aplicar a férmula (4.2.11), em que
se supds V () = 0, porque a distribui¢do de carga se estende até o infinito!

Porém, é sempre vilida a expressdo (4.2.2) para a diferenga de potencial entre

dois pontos 1 e 2, que da

2
V(2)—V(1)=—LE~dl (4.3.5)

Vimos na (3.4.21), como aplicagdo da lei

e / de Gauss, que

O, P
' | ! . £ = AL 436
: : : . B 2neopp (4.3.
|
—L & ;T . onde p € a distancia ao eixo (fig. 4.5).

\7‘/ Substituindo essa expressdo na

(4.3.5), obtemos para (pi,p2) 2 a,

Figura 4.5 Cilindro circular condutor de raio a

V(2)—V(1)=—21::50 _[2-‘{)9

A 2 A [
T 2mey [in p]l T 2mg ln(pl J
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Vemos, efetivamente, que V(2) = V(1) — e quando p; — oo
Se escolhermos o nivel zero do potencial em p = g, corvencionando que
V(a) = 0, isto da

V(p)=—=2—In (EJ (4.3.7)

T2neg  \a

que se chama potencial logaritmico. Como a superficie do cilindro circular, p = a, € uma
eqiiipotencial, podemos materializd-la como a superficie de um cilindro condutor. A
(4.3.6) d4 o potencial correspondente em fungdo da carga total A por unidade de compor-
tamento sobre a superficie do cilindro. Para relacioni-la com a densidade superficial de
carga ¢ sobre a superficie do cilindro, basta notar que a carga contida num comprimento
L do cilindro € (fig. 4.5)

g=AL=0cS=2mralc

oque ddi A = 21 ao. O mesmo resultado se obtém comparando a (3.5.11) com a (4.3.6)
para p = a . Substituindo-o na (4.3.7), e.contramos

V(p) = -2 In (—0‘3] (4.3.8)

€9

para o potencial do cilindro condutor carregado de raio a. Essa é uma ilustra¢io de "uma
solucdo a procura de um problema”.

Exemplo 4: Campo uniforme

Vimos, como exemplo de campos uniformes, que um plano uniformemente car-
regado com densidade superficial o (fig. 3.18) produz, acima e abaixo dele, campos
uniformes em sentidos opostos. Novamente, trata-se de uma distribui¢io de cargas que
se estende até o infinito, ¢ ndo podemos usar a (4.2.1‘1) para calcular o potencial.

Entretanto, tomando, por exemplo, dois pontos 1 € 2 acima do plano carregado,
a diferenga de potencial entre eles é dada pela (4.3.5). Substituindo E pela sua expressio
(434), com z > O, resulta

o

V() -v()=-E(z - 3) =—E(Z2 -7) (z,22>0)

que efetivamente diverge para z, —> oo.

Podemos tomar entdo, como potencial V(z) associado a um campo uniforme
A
E=F z,

V(z) = -FEz+C (4.3.9)
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onde C é uma constante arbitrdria. Para defini-la, podemos escolher, por exemplo, o zero
de potencial em z = 0, o que da

V(z) = -Ez

Esse exemplo é andlogo ao campo gravitacional perto da superficie da Terra (Fis. Bds.
1, Se¢. 7.3).

Exemplo 5: Casca esférica

Consideremos uma camada esférica de
raio R e espessura AR << R , uniforme-
mente carregada com densidade volumé-
trica p; no limite em que a espessura ¢
infinitésima, podemos tratd-la como uma
distribui¢do superficial de densidade o,
onde p e © estio relacionados por

AQ = 4nR*ARp = 4nR?’c  (4.3.10)

Figura 4.6 Casca esférica

sendo AQ a carga total da camada.
Novamente, € mais simples calcular V a partir de E, ja calculado usando a lei de Gauss,
pelas (3..5.5) e (3.5.6), temos:

AQ
R
E = 41'c.¢:0r2r ety
0 (r<R)

-

¢ podemos tomar o nivel zero do potencial no infinito, o que dd

r AQ A
Vir =—J.Er’dr'= r>R 4.3.11
()=-) EMr =g (2R (4311
ou seja, fora da casca, como para o campo, o potencial é o mesmo que se toda a carga
estivesse concentrada no centro.

J4 para r < R, temos, como E = 0 dentro da casca,

vir)= —JRE(r')dr’ = 41?:3% i V(R) (0sr<R) (4.3.12)

ou seja, o potencial dentro da casca é constante e igual ao seu valor na superficie dela.
Como a superficie da casca é uma superficie eqiiipotencial, também podemos
materializd-la como uma superficie condutora ("solugdo & procura de um problema”).
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Os resultados acima dio entdo o potencial devido a uma esfera condutora de raio R ¢
carga total Q:

VIRR _ Q
r 4megr

V(r)= (r=R) (4.3.13)

A fig. 4.7 mostra gréficos da componente radial do campo E(r) e do potencial V(r) para
a casca esférica ou para uma esfera condutora macica de raio R. O campo € descontinuo:
é nulo até a superficie, onde tem um salto, e depois cai com 1/r 2, J4 o potencial é continuo
na superficie: é constante dentro da esfera e depois cai mais lentamente, com 1/r.

Métodos andlogos podem ser empregados para o cdlculo do potencial de qualquer
distribuigfio esfericamente simétrica de cargas (cf. Problemas do Cap. 4).

E(r) vin 4

U >r 0 T
R R

Figura 4.7 Campo radial E(r) e potencial V (r) para casca esférica ou esfera condutora

4.4 Dipolos elétricos

Um dipolo elétrico é um par de cargas de mesma magnitude e sinais opostos, g
e — g, situadas em pontos diferentes, como no Ex. 1 da Se¢. 3.2. A carga total do dipolo
¢=0. Se 1 é o vetor de posicido da carga positiva em relagio a negativa (fig 4.8), chama-se
momento de dipolo elétrico do dipolo o vetor

p=al | (4.4.1)

Interessa-nos calcular V a distdncias muito maiores que o "brago" ! = |11 do
z P - dipolo. Vamos tomar a origem O na carga
‘ —q e o eixo Oz na dire¢iio de 1. O po-
tencial do dipolo num ponto P, com
OP=r,é

Vi) = —L (i—lj (4.4.2)

4ne, \r" r

onde r’ e r = | rl sdo as distdncias de P

Figura 4.8 Potendial de um dipolo SRR L R ER LB

num ponto P distante onde PQ é o rebatimento de PO sobre a
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dire¢do de PO, vemos que, a menos de termos de ordem superior, temos, para r >> [,
r’'=r—1Ilcos8 (4.4.3)

onde 8 € o 4ngulo entre r e Oz. Isso vale porque OQ quase se confunde com a projegio
ortogonal de OO’ sobre OP. Dai decorre

1 1 l 1 lcosB
= ] = 1+;COSG =7+ B 4.4.4
r(l—;cose ' (4.4.4)

L
rl

desprezando termos da ordem de ( 1/r)* ou superior. Substituindo na (4.4.3), obtemos o
potencial do dipolo num ponto distante:

qlc056=pcos6_ p-r __pr
2 2 2 dnegr

I vir)= 3 (4.4.5)

4negr®  4dmegre  4Amegr

que cai como ( 1/r)? em lugar de 1/r (potencial coulombiano de uma carga), devido a
neutraliza¢@o das contribui¢es de + ¢ ¢ — ¢ a grande distincia. Na (4.4.5), p = | p|.

Com r = (x,,z), também podemos escrever, no sistema de eixos da fig. 4.8,

pZ
4Tc£-:0r3

Vv{r) = (4.4.6)

Todos esses resultados valem para r >> [. Também se costuma definir o conceito idea-
lizado de um "dipolo puntiforme” (como na idealizagdo de uma "carga puntiforme"),
tomando o limite em que / — 0 e g — o, mantendo constante o produto p = gl. Com
essa interpretacéio, a (4.4.5) d4, para qualquer r # 0, 0 potenciiﬂ de um dipolo puntiforme
situado na origem. ’ '

Cdlculo do campo

A (4.4.6) permite calcular E = —grad V. Como o gradiente é um operador de
derivacdo, vale a regra da derivada de um produto:

grad (fg) = (grad f) g+ fegradg (4.4.7)

Logo, usando também a (4.1.15), obtemos
z 1 1 z 3z, 72 3z-t,
gradr—3 =Fgradz+zgra P =;3~—r—4r=r—3— i r

Fa
€, como p = pz, resulta
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b 3, 4438
4re, r * angyr’ r (4.4.8)

Em particular, para pontos do plano (x,y) (com z = 0), temos p - r=0eca (4.4.8) fica

P

Ely0) =~ e
[\

(44.9)
que € antiparalelo a p e coincide com o resultado da Seg. 3.2, Ex.1.

Por outro lado, para pontos ao longo do eixo z (alinhados com o dipolo), temos
A A .
r=Ilzler=1z,o0quedi

p

E(00,z) = ——~
(00.2) 2ng,r’

(4.4.10)

que tem sentido oposto a (4.4.9) e magnitude dupla.

i

=¥

(a) (b)

Figura 4.9 Linhas de forca do campo de um dipolo p  Figura 4.10 (a) Polarizagiio da nuvem eletrdnica no campo
na origem, alinhado com o eixo z. externo E; (b) Dipolo permanente da molécula de H20

A fig. 4.9 mostra as linhas de forga do cémpo de um dipolo puntiforme
p= p?situado na origem. Ela deve 'ser comparada com a fig. 3.6, na qual, porém, o
dipolo € horizontal e ndo é puntiforme: assim as linhas de forga da fig. 3.6 ttm o
mesmo aspecto das da fig 4.9 para distincias muito maiores do que a separagdo entre
as cargas.

O eixo Oz € uma particular linha de for¢a, o que concorda com a (4.4.10); as
linhas de for¢a cruzam o plano xy na vertical, em concordincia com a (4.4.9).

Exemplos de dipolos na escala microscopica

Na auséncia de um campo externo, a nuvem de carga associada ao elétron num
atomo de hidrogénio estd concentrada no préton (nicleo), e o 4tomo nio tem momento
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de dipolo elétrico permanente. Quando se aplica um campo elétrico externo E, porém, o
"centro de carga" negativo da nuvem eletrénica se desloca em sentido oposto a E,
e o nicleo se desloca no sentido de E: aparece um dipolo elétrico, induzido pelo
campo [fig. 4.10(a)]. Dizemos que o dtomo se polariza sob a agdo de um campo
externo. O mesmo acontece com atomos mais complexos e com moléculas ndo
polares, ou seja, que niio possuem momento de dipolo permanente: os "centros de

&
o
o

g
P

mento de dipolo elétrico).

Moléculas sem centro de simetria podem ter momentos de dipolo elétrico per-
manentes: chamam-se moléculas polares. Um exemplo importante ¢ a molécula de dgua,
em que as duas ligagdes O-H formam um 4ngulo de 105°. A nuvem eletronica tende
a se concentrar mais em torno do oxigénio, que se torna negativo em relagio
aos hidrogénios, formando dois momentos de dipolo p e p» [fig. 4.10 (b)],
cuja resultante p é o momento de dipolo permanente da molécula de H2O. Seu valor
élpl =62 x 107 C . m, compativel com as constantes atdmicas: a carga tipica ¢
da ordem da do elétron, 1,6 x 107'° C, e distincias interatdmicas tipicas sdo da ordem
de 107°m.

Da mesma forma que uma distribui¢io superficial de cargas, também se pode
ter uma distribui¢do superficial de dipolos, que se chama uma dupla camada. Exem-
plos importantes sio encontrados em biologia. Assim, a membrana de uma célula ¢
um isolante, que separa o fluido no seu interior (citoplasma) do fluido externo. Ambos
sio solugdes salinas diluidas, em que a maioria das moléculas dissolvidas estdo ioni-

e o em o mzid e -

~1 R i PN TP Jetgy P n cintsarfinia o
ibora os fluidos sejam neutros, a superficie intern

zadas. En
excesso de fons negativos (dnions), ao passo que a superficie externa tem um excesso
de cdtions (fons positivos), devido a diferengas de permeabilidade da membrana a

diferentes fons. A espessura da membrana é da ordem de algumas dezenas de A, de

An
ua

=

modo que podemos usar, como modelo da distribuigfio de cargas sobre ela, uma dupla
camada. Vamos ver agora como se pode calcular o potencial eletrostitico de uma
dupla camada.
Potencial de dupla camada
Numa dupla camada, o momento de dipolo dp de um elemento de superficie
. A N A .
orientado dS = nd S tem a diregfio da normal n e € proporcional a ds:

dp = 3dS = 8iids = 84S (4.4.11)

o que define as densidades superficiais escalar ( § ) e vetorial (&) de momento de dipolo

elétrico.
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Pelas (4.4.5) e (4.4.11), um elemento de
superficie dS da dupla camada contribui
para o potencial num ponto P com

dv_dp-r 6 dS-r

T ame,?  dme, 2 G412

onde r é o vetor de posi¢io de P com
origem em dS (fig. 4.11). Mas, pela

Figura 4.11 Potencial de dupla camada (34.5),
dS f dScosO
5= 75— =dQ
r r

¢ o elemento de 4ngulo sélido subtendido por dS em P.
Logo, para uma distribui¢do com densidade superficial 8 = constante sobre uma
superficie S, o potencial V(P) é dado por

d
4ne,

V(P) = Q (4.4.13)

onde Q € o dngulo sélido total subtendido pela dupla camada em P (fig.4.11). O angulo
solido Q  s6 depende do contorno C de S: é o mesmo para qualquer superficie de contorno C.
Para pontos acima de S, para onde apontam os dipolos (do lado das cargas posi-
tivas), o dngulo 8 & agudo e @ € > 0; para P abaixo de S (iado das cargas negativas),
8 € obtuso ¢ Q < 0. Em particular, se P tende a um ponto P, de S do lado positivo,
{} - 2m; se P tende a um ponto P- de § do lado negativo, Q — — 21 0 que dd
)

v(P+)¥2—z:, VPS) = -5 (44.14)

e isto leva a

L (4.4.15)
0

V(P+)—V(P—)=£

mostrando que o potencial tem uma descontinuidade 8/¢€, através da dupla camada.

No caso da membrana celular, essa diferenga de potencial através dela chama-se
potencial de membrana e é da ordem de grandeza, tipicamente, de uma centena de mV.
Em células nervosas (neurdnios), variagdes suficientemente grandes deste "potencial de
repouso” desencadeiam um sinal ("potencial de agio"), cuja propagacdo ao longo co
sistema nervoso € a base da transmissdo de informagdes em nosso organismo.
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Forcas e torques sobre dipolos em campos elétricos

(a) Dipolo num campo uniforme

@) ()

Figura 4.12 (a) Torque sobre um dipolo num campo uniforme
{b) Energia potencial de um dipolo num campo externo

Se tivermos um dipolo num campo externo E uniforme, as forgas que atuam sobre
as cargas + g € — g, respectivamente, sio dadas por [Fig.4.12(a)]

F, = qE = -F_ (4.4.16)
Este par de forgas forma um bindrio, cujo torque ¢ dado por
1=1xF, =glxE=pxE (1= pEsen6) (4.4.17)

-

que tende a fazer o dipolo girar até alinhar-se paralelamente a E.

(b) Energia potencial ¢ for¢ga num campo qualquer

Consideremos agora a energia potencial do dipolo e a for¢a que atua sobre ele
quando as cargas estdo situadas em pontos r e r + 1 de um campo externo E(r) qualquer,
que nio precisa ser uniforme [Fig.4.12 (b)]. A origem O é tomada num ponto arbitrdrio.

Pela defini¢do do potencial, a energia potencial de uma carga g num ponto r de
um campo eletrostético externo E é g ¢ (1), onde @ € o potencial associado a E. Usamos
a notagdo @ para evitar confusdo com o potencial V do campo produzido pelo dipolo.
Logo, a energia potencial de um dipolo num campo externo E qualquer é

U(r) = qlo(e+1)-olr)] (4.4.18)

Supondo despreziveis as dimensdes do dipolo, podemos tratar 1 como um infinitésimo
¢ usar
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o(c +1)—@(r)=1 gradg 44.19)

oquedd U(r) = gl - gradg, ou seja,
U(r)=-p-E(r) (4.4.20)

A for¢a resultante sobre o dipolo é

F=-grad U (4.4.21)

Num campo uniforme, p ¢ E nido dependem de r; logo, F = 0 [mas, como vimos, existe
um forque sobre o dipolo, dado pela (4.4.17)].

Por outro lado, se o campo ndo ¢ uniforme (campo inomogéneo), temos
U=-pE(c)-pE(r)- pE,(r)
0 que dd uma forga ndo-nula sobre o dipolo (suposto fixo, isto €, com p independente de r):
F = p, gradE, (r) + p, grad E; (r) + p, grad E, (r) (4.4.22)
Por exemplo, no entorno de um ponto em que p = p)A( eE=FE (x) )I(\ teriamos

dE. .
. (4.4.23)

F=p

0 que tem uma interpretagdo imediata: a forga resultante sobre o par de cargas tem nesse
caso a dire¢do x e amplitude dada por

dE dE

% (4.4.24)

F(x+D+F, (x)=q[E, (;+1)—Ex(x)] = gl

dx dx

-

Vemos que o dipolo tende a se
deslocar no sentido do campo crescente
(dE;/dx > 0), 0 que decorre, no caso
geral, de

F = grad(p - E) (4.4.25)

Figura 4.13 Atragdo de fragmento de

e do que vimos: o gradiente aponta na S e ek s

direcdo do mdximo aclive.

Podemos compreender agora por que um pente eletrizado atrai pedacinhos de
papel (fig.4.13). Por indugfo, o pente polariza um fragmento de papel, criando um dipolo,
que € atraido para a regido de campo mais intenso na vizinhanga das pontas do pente
("poder das pontas", que voltard a ser discutido mais adiante).
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4.5 Circulacéo e o rotacional

Vimos que o cardter conservativo do campo eletrostdtico, que equivale a existén-
cia do potencial V, se exprime também pelo fato de que, se T € qualquer curva fechada
(orientada)

§FE dl=0 (4.5.1)

ou seja, a circulag@o do campo elétrico ao longo de I é igual a zero.

Da mesma forma que fizemos para a lei de Gauss, vamos procurar agora uma
formulagdo local desse resultado. Para isso, vamos de inicio recapitular resultados jd
vistos sobre circulagio de um fluido na hidrodindmica (Fis.Bds.2, Se¢.2.6). Se v € o
campo de velocidades no escoamento de um fluido, a circulacdo Cr do fluido ao longo
da curva fechada orientada I" é definida por

[
Cr= §r v-dl (4.5.2)
Exemplo: Consideremos um flui- 7

rigida em torno do eixo z, com velocidade
angular . A velocidade num ponto P do D
circuito T da fig. 4.14 (circulo de raio p

com centro no eixo) é

-t

>

do num recipiente cilindrico em rotagdo A
1
1
+
]
1
1
1
1
1

v(iP)=wpd (4.5.3)

AN

w>

cr=£v-pd¢$=mp2§d¢=2ms |

o que d4, para a circulagdo ao longode I, ~ -~ : ,-,:__\
(4.5.4) |

Figura 4.14 Cilindro fluido em rotagdo rigida

onde S = mp? é a drea contida dentro de T. Logo, a circulagdo por unidade de drea para
esse circuito & igual ao dobro da velocidade angular de rotagdo do fluido.

Vamos ver agora que esse resultado vale ndo s6 para o circuito especial tomado,
mas para qualquer circuito fechado de mesma orientagdo no interior do fluido. Para isto,
comegamos por observar que a circulagio tem uma propriedade aditiva: se decompuser-
mos um circuito fechado I' em dois circuitos adjacentes 'y e I';, unindo os pontos P ¢
P’ (fig.4.15(a)], a circulagio ao longo de I" é a soma das circulagdes ao longo de Iy ¢
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I. Com efeito, a contribuig¢do do arco PP’ se cancela, porque ele € percorrido duas vezes
em sentidos opostos. Logo,

Al
Pl

g
iele;

e

J N
P r Ve
(@) (b) (c)

Figura 4.15 (a) Propriedade aditiva da circulagio; (b)Decomposicdo de circuito em malhas; (c) Circuito AT

C =§v-dl=§[ v-dl+5[ v-dl=Cr, +C
r=J T , nTeérn, (4.5.5)

A fig. 4.15 (b) ilustra o fato de que qualquer circuito T” pode ser decomposto em
malhas arbitrariamente pequenas de mesma orientago: pela propriedade aditiva, a circu-
lagio sobre T ¢ a soma das circulagdes sobre as malhas da decomposi¢do: todas as
contribuigdes de arcos internos se cancelam duas a duas. Logo, basta determinar a circu-
lagdo para uma malha infinitesimal, cujo valor pode variar de ponto a ponto (propriedade
local).

No exemplo do cilindro de fluido em rotagdo, tomando o circuito AT da fig. 4.15
(), com centro no eixo e num plano perpendicular a ele, a (4.5.3) d4

Car = o(p+4p) - (p+ Ap) A — wp - pAd
= 0a0[(p+4p)’ - p?| = 0A¢-2pAp = 20- AS

onde AS é a drea contida dentfo de AT. Logo, para um circuito infinitesimal,

. Car | _
Alsu_go(AS ]_ 20 (4.5.6)

que tem 0 mesmo valor em qualquer ponto do fluido, e d4 uma caracteristica importante
do escoamento (velocidade angular). Usando a propriedade aditiva, recuperamos o resul-
tado (4.5.4) acima para um circuito finito.

Um campo de escoamento de um fluido chama-se rotacional ou irrotacional,
conforme a circulagfio por unidade de drea nos pontos do escoamento, seja = 0 ou = 0.
No primeiro caso, um elemento fluido centrado num ponto tem momento angular # 0 em
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torno dele, ou seja, gira a0 mesmo tempo que ¢ transladado pelo movimento; no se-
gundo caso, o momento angular de cada particula fluida em torno de seu centro € = 0.

(5%

Um detector que distingue entre os dois casos ¢ uma rodinha de pds colocada dentro do
fluido: no primeiro caso, ela gira enquanto é transportada; ja no segundo, sofre translagio
pura, sem girar.

Para caracterizar localmente a circula¢do por unidade de drea, consideremos
primeiro um retingulo infinitésimo, e tomemos o plano dele como plano (x,y), com €ixos

v(3) f
g 3 et
,/1 Y AS: |
14 21 Ay ASs)lo
v(1)
w2
AX X

Figura 4.16 (a) Circulagio sobre retangulo infinitésimo; (b) Orientagdes positivas de circuitos
nos trés planos coordenados

paralelos aos lados, de comprimentos, respectivamente, Ax ¢ Ay. Com a orientagdo da
fig. 4.16 (a), dl € paralelo a X sobre o lado 1 e antiparalelo sobre o lado 3, de modo que
a circulagfo correspondente a esses dois lados € ' '

Cy) + Cqy = Ax [v1D) - & - v(3) - %] = [v, (D —v,(3)] Ax

As coordenadas em 3 diferem das em 1 por um acréscimo Ay infinitésimo, de forma que
isto d4 '

av, v,
Copy +C = Ax (— dy A)’]= - Ay AS,,

onde AS,y, = AxAy & a drea do circuito retangular. Analogamente,

ov

v, y
Co + Cy = [v,2) — v, ()] Ay = == Ax |Ay = =TAS,,

A circulacio por unidade de 4rea sobre o circuito retangular Al',, € entio
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Cory _ 0% _ v,
AS.,  0x 9y

xy

“4.5.7)

esultados andlogos valem para circuitos nos planos (y,z) e (z,x); as orientagdes sio
scolhidas sempre de tal forma que, vistos "de cima" dos eixos x,y ou z, 0s circuitos sio
sreorridos no sentido anti-Aordrio (fig. 4.16 (b)].

Obtemos entdio (verifique!)

Cir, Q‘_/E. 3& Char, _dv,  dy, (4.5.8)

AS, ~ dy 9z’ AS, 0z ox

¢ resultam da (4.5.7) por permutagdes circulares; x — y — z — x.

Por decomposi¢do em malhas retangulares infinitésimas, esses resultados se es-
idem a circuitos de forma qualquer paralelos aos trés planos coordenados.

Consideremos agora um circuito orientado de forma triangular, A, , obliquo aos
planos coordenados, com a normal n ao
plano do tridngulo orientada de tal forma
que, visto da extremidade de N, o circuito
AT, € descrito no sentido anti-hordério, e
sejam AS., , AS,; e AS,, , as projecdes
de AS, (drea interna a AI',) sobre os trés

4 planos coordenados (fig. 4.17). Temos

entio
ASxy =AS 1z
i ASyz =AS n-X (4.5.9)
AS, =AS, nh-y

Figura 417 Circuito triangular obliquo aos eixos

is a drea da projegdo do tridngulo sobre um plano é a drea dele multiplicada pelo coseno
angulo entre as duas normais. Por outro lado,

Cyr, = CAI‘D. + CArR + Cyr,,

‘que as contribuigGes dos percursos sobre os eixos se cancelam duas a duas (fig. 4.17).
Substituindo nessa relagdo os resultados (4.5.7) a (4.5.9), resulta

v, v dv, v dv, dv,
| ZX_“¥x |5 A —2__Yk.A Zx T804
Car, _(ax Jy Jz nAS, +(ay e Jx “AS"+(BZ Ix Jy nAS,

seja,
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CAI‘,.
AS,

=Mn-rotv

(4.5.10)

2 . ~ . » . ~ « 4. A
é a circulagdo por unidade de drea para orientagiio arbitrdria (no espago) de n e para

AT, infinitésimo, onde

_ v,
rotv = ay

Py e o[22
oz 0z

Jv

zZ 1A aVy
T P e T

av

(4.5.11)

é a expressdo em coordenadas cartesianas de um vetor cuja definigdo intrinseca (inde-
pendente da escolha das coordenadas) resulta da (4.5.10): em termos da circulagdo por
unidade de drea para uma drea infinitésima(compare com a defini¢do de div v como

fluxo por unidade de volume), temos

[

n-rotv= lim

1

AS—)OL-A_S

J o

(4.5.12)

3>

AT

Figura 418 Contorno AT

onde AT é o contorno do elemento de su-
perficie AS (fig. 4.18)

H4 uma diferenga sutil entre a
defini¢do de N neste caso e a da normal
externa a uma superficie fechada. A
orientagdo da normal externa nio depen-
de de uma convengdo, mas a de n neste
caso depende de uma convengdo de
orientagdo: visto a partir da extremidade

A z . 3 . », v 13
de n, o contorno AI" é percorrido no sentido anti-hordrio. Como vimos no curso de

Mecénica (Fisica Bdsica 1), isso implica que rot v

é um vetor axial (o sentido de rotv

depende de uma convengdo de orientagio, como 0 sentido do produto vetorial).

Figura 4.19 Superficie St de contorno T,

Decompondo uma superficie qualquer em
elementos de superficie, e lembrando que
a soma das circulagdes em torno dos ele-
mentos da malha assim formada (todas de
mesima orientagio) € a circulagio em tor-
no do contorno da malha, obtemos o feo-
rema de Stokes
Jv -dl

r

Jﬁ-rotvdSz

A (4.5.13)

onde St é qualquer superficie (ndo necessariamente plana) de contorno I" (fig. 4.19).
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Se S| e S sdo duas superficies diferentes
que se apoiam sobre I" em semi-espagos
opostos, temos entao

Jvdl:_’. rotv-ndS
r St

. - JWdl:J‘ rotv-ﬁdS=—f¥v-dl
Figura 420 Superficies S1 e S2 de contorno comum I - S r

onde (—I') é T" percorrido em sentido oposto. Logo,

J. rotv-ﬁdS=—J. rot v-nds {J. rotv-ndS=0
St S5 S1+85,

P g . , A
Mas S, + S, € uma superficie fechada S, cuja normal externa é n. Logo,

J- rotv-ﬁdS=§rotv-ﬁdS=J.div(rotv)a'v=0
S1+5; S 1%

qualquer que seja o volume V (volume dentro de S), 0 que s6 € possivel se

div(rot v) = 0 (4.5.14)

para qualquer vetor v. Isto também decorre das defini¢des em termos de componentes
cartesianas (verifique!).

Por outro lado, vimos que o anulamento da circulacao,
cr:g;v-dl:fo
r

para todo circuito I numa regido, ¢ a condig@o necessdria e suficiente para que v "derive
de um potencial ", ou seja,

v = grad @ (4.5.15)

Logo, para qualquer func¢do escalar ¢, v- .2 a identidade

rot (grad ¢) = 0 (4.5.16)

Novamente, isto também decorre das expressdes em termos das componentes cartesianas
(verifique!).
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Exemplo: Pela (4.1.15),

gradr=1t

Logo, deve ser (verifique!)

rotr=20

O operadcr V
E definido por

1%

(2 ,00,,0
Xax+yay+zaz 4.5.17)

(Ie-se "del"). Operando sobre uma fungiio escalar f,

Lof .o .4
Vf = xf yf+za—f=gradf (4.5.18)

-~
U.L g

O produto escalar com um vetor v é

0 d 0
V- v—a—v +gv +-a—z-v =divv 4.5.19)
Finalmente,
X y z
d 9 Jd : ,
I L . 4.5.20
Vxv > 3 o rot v ( )
Vi vy W

que € um vetor axial, como o produto vetorial.
Para qualquer fungiio escalar f e qualquer vetor v, temos as identidades

rot (grad f) =VxVf=0 (4.5.21)

div (rot v) = V- (Vxv) =0 (4.5.22)

Como V é um operador diferencial (como d/dx ), quando ¢ aplicado a um produto de
fatores, vale a regra de Leibnitz, ou seja, o resultado é a soma de V aplicada a cada fator,
mantendo os outros constantes, o que indicamos pelo indice ¢:
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V(fe)=V(£g)+V(fe.)=fVg+gVf

ou seja,
grad ( fg) = fgradg+ g grad f (4.5.23)
Analogamente,
div(f) = fdivv+v-grad f (4.5.24)
ot fv) = frotv +grad f X v (4.5.25)
divluxv)=v-rotu—u-rotv (4.5.26)

A demonstragdo dessas identidades serd deixada como problema.

4.6 A forma local das equag¢oes da eletrostatica

J4 vimos que a forma local da lei de Gauss € a equagio de Poisson para E,

div E=p/¢, (1n) (4.6.1)

Vemos agora que a forma local da expressdo da existéncia do potencial
(E = ~grad V = campo conservativo) é

rot E = 0 )

(4.6.2)

As equagdes (1) e (I) para E sd0 as equagdes locais do campo eletrostdtico, caso
particular das equagdes de Maxwell correspondente & eletrostdtica, descrevendo o campo
gerado no vdcuo por distribuigdes de cargas estiticas (? = densidade volumétrica de carga).

H4 uma formulagdo equivalente em termcs do potencial eletrostdtico V. Da (I),

E =-grad V (1) (4.6.3)

Substituindo na (II), obtemos

div (grad V) =—p/g,

onde

div(grad V)=V .(VV)= V2V = AV (4.6.4)

define o operador Laplaciano
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2 .2 (4.6.5)

AV = - — (1) (4.6.6)

Em particular, num ponto onde ndo hd cargas,

p=0=AF=0 (4.6.7)

que € a equagdo de Laplace para V.
Combinando os resultados ja expostos sobre as interpretacdes fisicas de div e
grad, obtemos a

Interpretacdo fisica do laplaciano

Vimos que div v < 0 num ponto P implica em ter P o cardter de um "sorvedouro"
de linhas de campo de v [fig. 3.25(b)].

Tomando v = grad@ , concluimos entdo que divv=A@ é < 0 em P quando P se
comporta como um sorvedouro de linhas de campo de grade .

Mas sabemos que grad¢ aponta para a direg¢do de mdximo aclive para ¢. Logo,
A@ (P) < 0 significa que existe em P uma concentragdo do campo escalar ¢, ou seja,
que @ (P) é maior que a média de ¢ em pontos vizinhos, por exemplo, a média sobre
uma esfera de raio R suficientemente pequeno com centro em P, que designaremos por
Mrp(o,P):

@®(P) > Mg(o,P) (concentragiio de ¢ em P)=A@(P) <0 (4.6.8)
Analogamente, |

A9 (P)> 0= rarefacio de ¢ em P = @(P) < M, (o, P) (4.6.9)

Pela equagio de Poisson, AQ = —p/gq, 0 1.° caso (concentragio) ocorre quan-

do existe em P uma densidade de carga positiva, p > 0; o 2.° (rarefacdo de ¢ em P),
quando p (P) < 0. A equagdo de condugdo do calor, que governa a distribui¢do (campo)
de temperaturas num meio condutor de calor (como uma barra metdlica) é

oT

5 =KAT (K>0) (4.6.10)

onde T(P) é a temperatura e ¢ o tempo. Assi*1, se AT < 0 em P, existe em P uma
concentragdo de temperatura, ¢ dT/dt < 0, ou seja, a temperatura em P tende a diminuir
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com o tempo; se AT > Q (rarefagio de T em P), T(P) tendera a aumentar com t. A
condugdo do calor € um processo de uniformizagdo da temperatura (analogamente para a
difusdo).

Por outro lado, se Agp (P) = 0, ¢ ndo tem nem concentragio nem rarefacgio
em P

¢(P) = M, (¢, P) (4.6.11)

Ap(P)=0

Em particular, V ndo pode ter mdximos nem minimos numa regido onde ndo hd
cargas (p = 0) : se cresce em certas dire¢des, a partir de P, tem de decrescer em outras.
Isso corresponde ao teorema de Earn-
shaw da Se¢. 3.4. Em uma dimensio,
3> ¢/9x* mede a curvatura do gra-
fico de ¢@(x) (fig. 4.21). Em A,

az(p/ax2 < 0 e a curva estd acima da

corda A"A’’ que une pontos vizinhos
(bem como do valor médio A); em B,
0 - X 0% @/3x> > 0, e acurva estd abaixo da
corda B’ B” ¢ do valor médio B. No

Figura 4.21 Curvatura em diferentes 2 2 _ C .
pontos de uma curva. ponto C, d° ¢/d x” = 0 (ponto de infle

xd0: acima de um lado, abaixo do outro).

4.7 Potencial de condutores

Como vimos, em qualquer ponto interno de um condutor, tem de ser E = 0. Logo,
se 1 e 2 sio dois pontos internos,

2
v(2)-v()= —J;E -dl=0

tomando um caminho todo interno ao
condutor (fig. 4.22).
Logo,

V(1)=¥(2)= Constante “4.1.1)

Figura 4.22 Caminho de 1 a 2 todo interno
a um condutor

O volume do condutor é portanto um volume equipotencial. Em particular, sua superficie
externa € uma superficie equipotencial, o que concorda com o fato ja visto de que as
linhas de for¢a tém de ser ortogonais a ela ( Ea,, = 0 na superficie).
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Consideremos em particular um condutor oco, ou seja, com uma cavidade interna,
e suponhamos também que ndo exista carga dentro da cavidade.

Se tomarmos entdo uma superficie gaus-
siana S coincidente com a superficie in-
terna do condutor, que limita a cavidade
(fig. 4.23), teremos

<1>S=5£ E-fidS=0 (4.7.2)
S

mas isto ndo significa que ndo poderia
existir uma distribui¢do de carga superfi-
cial sobre S Bastaria que sua densidade

Figura 4.23 Condutor oco e superficie o fosse compativel com carga total sobre
gaussiana S S=0

Teria de haver entdo cargas + em algumas
partes de S e — em outras partes. Linhas
de forga teriam de iniciar-se em cargas +
nas paredes e terminar em cargas — (com
E # 0 dentro da cavidade). Mas se com-
pletdssemos uma tal linha formando um
circuito fechado I', com a parte adicio-
nal passando por dentro do condutor
Figura 4.24 O circuito T (onde E = 0), terfamos (fig. 4.24)

P
E-dl= E-dlz0
r A ]

porque dl/ E sobre a linha de forga. Isso contradiria a relagdo bdsica (4.5.1). Logo,

(i) Se ndo hd cargas dentro da cavidade, ndo pode haver cargas na
superficie interna;
(i) E = 0 ndo s6 no interior do material condutor, mas também em

toda a cavidade.

Vemos assim que o resultado (ii) vale ndo sé para uma cavidade esférica (caso
considerado por Newton na gravitagio), mas também para uma cavidade de forma qual-
quer. Ele vale quaisquer que sejam os campos eletrostiticos na regio externa ao condutor,
ou seja, a cavidade € blindada da agdo de campos externos.

Suponhamos agora que a carga puntiforme g estd dentro da cavidade, mas isolada
(sem contato condutor com as paredes), » que o condutor tem carga total = 0, ou seja,
estd descarregado.
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Nesse caso, como € sempre @5 = 0, as li-
nhas de for¢ca que emanam da carga g (su-
posta positiva na fig. 4.25) tém de terminar
em cargas negativas nas paredes internas da
cavidade, ou seja, a carga total distribuida
sobre a superficie interna da cavidade ¢
= —gq. A carga +q que lhe corresponde (car-
ga total = 0) vai para a superficie externa do
condutor, de forma consistente com o fluxo
@ s através da superficie externa, que tem de
valer +g/€o. A separacgao das cargas
—q ¢ + g no condutor pode ser considerada
como um fendmeno de indugiio eletrostéitica. Se j4 existe uma carga inicial +Q no con-
dutor, ela fica distribuida na superficie externa e seu fluxo se superpde ao da carga +q.

Figura 4.25 Condutor oco contendo carga q

Contato entre condutores
Consideremos duas esferas condutoras de raios r; e r, cujos centros distam de
uma distincia d >> (ry, r»). Se ambas estdo inicialmente isoladas [fig. 4.26(a)] e t&ém
cargas q; € q» , respectivamente, seus potenciais siio, com boa aproximagio (desprezando
termos g; /d em confronto com g;/ r;)

1 (¢ @ q
V_4MOL1+d ~ anegn

1
S 7 ST O
V2"4m:0(r2 a T dnegr,

- - Se agora ligarmos as duas esferas por um
@) . ~ fio condutor muito fino [fig. 4.26(b)], elas
o s ;_.formarz“io um condutor Limco., que tem de
| d N ‘estar todo no mesmo potencial V. Nessas
condicbes, a carga total ¢ = ¢ + ¢ se
v : \ redistribui entre eles, com cargas
¢+ e g> em cada um. Desprezando a
(0) contribui¢do de cada condutor ao poten-
q a2 cial do outro e a perturbacio do fio, tere-
Figura 4.26 Esferas condutoras carregadas mos, entio, aproximadamente
(a) isoladas; (b) ligadas
4 & { 4 _n
dnegr  4nEgn g
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As densidades superficiais de carga sdo dadas por

G = 412 ) 5
dnn” L G _ 4 (B {ﬂz.@ (4.7.3)
o =Pf_| o &\ o, 1 o
27 An?
2

Logo, a densidade de carga é inversamente proporcional ao raio de curvatura da super-
ficie condutora.

Por outro lado, o campo na superficie do
condutor é dado por ¢ /£, de forma que
a mesma distribuicdo vale para o campo.

7 Isso explica o poder das pontas: 0 campo
+\ elétrico torna-se mais intenso na vizi-
nhanga de uma ponta, onde o raio de cur-

Figura 4.27 Poder das pontas vatura do condutor diminui (fig. 4.27).

Na atmosfera existem normalmente fons (4tomos ou moléculas sdo ionizados pela
radioatividade natural do solo e por raios césmicos). O campo intenso no ar perto de uma
ponta atrai fons de carga oposta e repele os de mesmo sinal; a aceleragdo que adquirem
pode ser suficiente para produzir outros fons por colisio, desencadeando um processo de
avalanche, que tende a descarregar o condutor; pode produzir luminosidade ("efeito co-
rona") ou até faiscas.

A rigidez dielétrica do ar (campo maximo que pode subsistir na atmosfera sem
produzir descarga) é da ordem de 3 X 10°V/m.

O fato de que ndo hd cargas na parede
interna de um condutor oco carregado foi
observado por B. Franklin em 1755, sus-
pendendo um pedacinho de rolha por um
fio de seda e colocando-o dentro de uma
lata carregada (fig. 4.28), e foi por ele
transmitido a Joseph Priestley, que, lem-
brando-se do resultado dos "Principia” e

. o _ tendo repetido a experiéncia em 1766,
ACEC R 0 S R concluiu no ano seguinte que a intera¢do

eletrostitica devia ser proporcional a r~2, como a gravitacional.

Cavendish redescobriu esse argumento em 1773, 12 anos antes das experién-
cias de Coulomb. Vimos que os resultados numa cavidade dentro de um condutor
decorrem diretamente de n =2 numa lei em r~". Maxwell, repetindo a experiéncia em
1873 com maior precisdo, concluiu que In—-21<5X 107°; Plimpton e Lawton, em
1936, obtiveram In—21<2 X 107, e experiéncias mais recentes reduziram a diferenga
a valores < 107!
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Uma forma equivalente de enunciar esse resultado, na eletrodindmica quéntica, €
dizendo que a "a massa de repouso” do féton € = 0. Sabemos atualmente que essa massa
é<5x10"%g !

Se introduzirmos uma carga g dentro da cavidade, como vimos, aparecem cargas
- g e g nas superficies interna e externa, respectivamente. Se tocarmos a parede interna
com a carga g, ela neutraliza a carga — g, e o efeito global é o mesmo que o de transferir
q ao condutor. Isso vale qualquer que seja a carga Q ja existente no condutor.

Essa € a base do funcionamento do gerador eletrostdtico de van de Graaff (em
lugar de tocar a parede, a transferéncia da carga se dd pelo efeito corona). E o que permite
elevar gradualmente o potencial do terminal do gerador, que acaba sendo limitado apenas
pela rigidez dielétrica da atmosfera que o envolve (nitrogénio sob pressio, no caso do
"tandem”). Atingem-se assim potenciais da ordem de 10 a 20 MV no terminal. Um
gerador "tandem” desse tipo funciona na Universidade de Sao Paulo.

4.8 Energia eletrostatica

Para estabelecer uma determinada configuragio de cargas, € preciso realizar tra-
balho contra as forcas elétricas entre as cargas (por exemplo, se tiverem todas o mesmo
sinal, elas se repelem). Pela conservagio da energia, esse trabalho deve ficar armazenado
na configuragdo. Aonde?

A resposta € diferente conforme adotemos o ponto de vista da agdo a distdncia
ou o ponto de vista do campo. Do ponto de vista da a¢do a distincia, a energia permanece
armazenada nas cargas, sob a forma de energia potencial de interagdio entre elas. Yere-
mos na Se¢. 5.5 que, do outro ponto de vista, a energia fica armazenada no campo, ou
seja, em todo o espaco onde existe campo. Esses pontos de vista sdo equivalentes na
eletrostatica (mas ndo na eletrodindmica!).

Cdlculo da energia potencial
Para uma carga puntiforme ¢ num ponto x de um campo preestabelecido de
potencial V( x ), sabemos que a energia potencial é

U(x) = qV(x)

qa Para obter U associado a uma configu-
racdo de cargas puntiformes (fig. 4.29),
temos de levar em conta que a presenga

13 de cada carga muda o campo sobre as ou-

% 9 tras, Para isso imaginamos trazer as car-
> M23 gas sucessivamente uma a uma, do infi-

nito (onde o potencial é nulo) para a

Q@ posicdo que vido ocupar. Os resultados
Figura 429 Configuragdo de cargas s40 0s seguintes:
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Carga Posigao Trabalho necessério
q1 X 0
qi142
X L
= : 4T &g 112
43 X3 ——g———-3 (ﬂ + lz]
4 ey | N3 3
oy . L (ﬂ + 22, ﬂ]
dr ey | Na ra Fi4

e assim por diante (se houver mais cargas), onde r;; € a distdncia entre X; € X;.

Logo, a energia potencial da configuracdo é

U=

N\ 445 1N 4945
7 471',801‘,'1' 2 ey 47'580’;“1'

1<

~~
S
0o
—
g

que é a soma de todas as interagdes entre pares de cargas. Na segunda somatdria, cada
par é contado duas vezes: daf o fator 1/2.

Também podemos escrever este resultado como

U= %Z‘b‘ 24;2;3,.

i J#

1
=324 (4.82)
i

onde V; é o potencial na posi¢do da carga i, devido a todas as demais cargas. A genera-
lizagfio a uma distribui¢do continua €

vetfvow | (483

Exemplo: Uma esfera de raio R uniformemente carreoada, com densidade volumétrica .
D &
ode ser "construida" como uma cebola, or cascas sucessivas (fig. 4.30). Para uma casca,
=3

dr___

Figura 4.30 Contribuicdo de uma

casca esférica.

_qlr)dq
T A4neyr
onde V(r) é o potencial da carga
q (r), concentrada no centro da esfera.
Como

du =dq V(r)

4
g(r)=3mrp

resulta:

dg = 4nridr-p
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4nrep. zmrip A o
_ 3 T 3TP .
dulr) = Ane,r G 3 g, e
0 que dd
. A (R, AP R
U‘de()“s N i T
ou seja,
4 2
U=""1P g
1580 3 Q2
> U == (4.8.4)
. 5 4neyR
C {pz _ 90"
iﬂ:R" (47[)2R6
3 )

onde Q € a carga total da esfera.

Uma aplicag@io desse resultado 2 fissdo nuclear aparece no Problema 8.

PROBLEMAS

1. Um par de cargas puntiformes + 2q e —q estiio separadas por uma distincia /. Mostre
que a superficie equipotencial V = 0-é uma esfera e determine o seu centro e raio.

2. Uma esfera de raio R estd uniformemente carregada, com carga total ¢. (a) Determine
o potencial V em pontos internos e externos a esfera e trace um gréfico de V em fungiio da distancia
ao centro. (b) Tomando g = — e, com uma carga puntiforme + ¢ no centro da esfera como modelo
para o dtomo de hidrogénio, qual € a expressdo do potencial neste caso?

3. Determine a energia potencial U ( r) de uma carga puntiforme ¢ num ponto r de um
campo eletrostdtico uniforme E,

4. Uma carga puntiforme g encontra-se no prolongamento do eixo de um dipolo de
momento p, a uma distdncia z do dipolo muito maior que as dimensdes do mesmo. (a) Calcule a
energia potencial da carga no campo eletrostatico do dipolo. (b) Calcule a forga exercida pela carga
sobre o dipolo. (¢) A molécula de HCI é polar, com momento de dipolo permanente de
348x107°C - m. Com que forga atua sobre um elétron alinhado com ela, a uma distincia de
10A? A forga € atrativa ou repulsiva?
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5. Calcule a energia potencial de interagdo entre dois dipolos p, ¢ p2, sendo r o vetor
de posicio de p» em relagio a p) (com | ri muito maior que as dimensdes dos dipolos). (a) Obtenha
o resultado geral. (b) Particularize para dipolos alinhados com r, paralelos ou antiparalelos. (c)
Particularize para dipolos perpendiculares a r, paralelos ou antiparalelos. Qual das quatro situagdes
em (b) e (c) é energeticamente favorecida? (d) Nesse caso mais favorecido, calcule a energia de
interacdo dipolar entre duas moléculas de 4gua a distdncia de 5 A uma da outra e compare-a com
a energia térmica kT 2 temperatura ambiente. O momento de dipolo elétrico permanente de uma

-30
dguaéde 62 x 1077 C-m.

6. Em suas célebres experiéncias de 1906 que levaram & descoberta do nticleo atémico,
Rutherford bombardeou uma fina folha de ouro (nimero atdmico 79) com particulas o (nicleos
de He, de carga 2e), produzidas por uma fonte radioativa, e observou que algumas delas chegavam
a ser defletidas para tris. A energia cinética inicial das o era de 7,68 MeV. Considere uma colisdo
frontal entre uma particula ot e um nicleo de ouro, na qual ela ¢ retroespalhada. Qual € a distincia
de mfnima aproximagio entre as duas particulas carregadas? Rutherford estimou que o raio do
niicleo deveria ser da ordem dessa distancia.

7. No modelo de Bohr para o 4tomo de hidrogénio (Cap. 2, Probl. 3), calcule: (a) a razdo
da energia potencial eletrostdtica do elétron a sua energia cinética; (b) a energia necessdria para
ionizar o 4tomo, em elétron-volts.

8. Uma gota liquida de raio R, uniformemente carregada com carga @, divide-se em
duas, de raios e cargas iguais, que se separam e se afastam até ficar a grande distincia uma da
outra. (a) Qual € a variagdio da energia potencial eletrostdtica nesse processo? (b) Se adotdssemos
esse modelo para a fissdo do U?*, admitindo que cle pudesse se fissionar dessa forma, qual seria
a energia liberada na fissdo, em MeV? Calcule o raio do nicleo pela férmula: R = 1,3 X AVF,
onde 1F (fermi) = 10~ cm e A € o nimero de massa (n.° de protons + n.° de néutrons).

9. Demonstre as identidades (4.5.24) a (4.5.26).

10. Uma casca hemisférica de raio R estd uni-
formemente carregada com carga positiva de
densidade superficial 6.
(a)Ache o potencial V(O) no ponto central O
i =1 | | At | KRS [tomando V (e} = 0]
(b) Uma particula de massa m ¢ carga g po-
sitiva é colocada no ponto O e largada a partir
do repouso. A gue velocidade a particula ten-
derd quando se afastar muito de O?

11. Um baldo de borracha de raio R estd carregado com carga Q, distribuida uniforme-
mente sobre sua superficie.
(a) Determine a energia eletrostdtica total contida no campo.
(b) Calculando a variagiio dessa energia para uma variagdo infinitesimal dR do raio, demonstre
que a forga eletrostdtica radial por unidade de area, na superficie do baldo, é igual a densidade de
energia eletrostdtica na superficie.
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CAPACITANCIA
E CAPACITORES.
DIELETRICOS

Em 1746, o fisico holandés Pieter van Musschenbroek, professor em Leiden,

estava tentando introduzir carga elétrica na dgua de um recipiente, ligada a um cano

metélico carregado, através de um fio de cobre mergulhado na d4gua. Um estudante estava

segurando o recipiente, enquanto Pieter carregava o cilindro por atrito. Quando o estu-

dante esbarrou no cano com a outra mio, levou um violento choque! Repetiram a expe-

rincia, trocando de papéis, e Pieter levou um choque ainda maior (o estudante se des-

forrou...)

VE

Assim foi descoberta a "garrafa de Leiden"”, o primeiro capacitor (ou "condensa-
g a p

dor"), capaz de armazenar carga elétrica.

5.1 Capacitor plano

Q
Olt + £+ + ¥+ FFFF +]

Y Y

+

)
d

Figura 5.1 Capacitor plano

Consideremos um par de placas metilicas
planas paralelas carregadas com cargas
+Q e - Q, respectivamente (fig. 5.1), por
exemplo, por estarem ligadas aos termi-
nais de uma bateria, conforme veremos
no cap. 6. Se a distincia d entre as placas
¢ muito menor que as dimensdes das pla-
cas, podemos tratd-las, em primeira apro-
ximagdo, como se fossem planos infini-

tos, desprezando os "efeitos de beirada” nas bordas dos planos.
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Sabemos entdo (superposi¢ido dos campos das duas placas) que o campo elétrico
entre as placas pode ser considerado como uniforme com

o Q
E—|E|—€0 , o= (5.1.1)
onde A € a drea das placas.
A diferen¢a de potencial V entre as placas é
VEV+—V_=I_E-dl=Ed (5.1.2)
+
pois E aponta no sentido da placa positiva para a negativa. Logo,
od Qd
= " A (5.1.3)

¢ proporcional & carga Q da placa positiva.

Essa proporcionalidade vale para qualquer par de condutores (de forma qualquer)
entre os quais se estabelece uma diferenga de potencial V, em conseqiiéncia de carregd-los
com cargas £ Q, o que decorre do principio de superposigéo.

O coeficiente de proporcionalidade inverso, de Q em relagio a V, chama-se ca-
paciténcia C do par de condutores, que se diz constituir um capacitor. ) chama-se carga
do capacitor.

C

Q (5.1.4)
v

Para C suficientemente grande, a (5.1.4) mostra que um capacitor permite armazenar uma
carga Q grande com V pequeno. '
Para um capacitor plano, pela (5.1.3),

C= fz_“‘ (5.15)

desprezando efeitos de bordas. Note que o fator 4% ndo aparece nessa iérmu.a, devido
escolha de k feita na (2.3.2).
A unidade de capacitincia, o farad (F), é definida por

1c

V= 1F (5.1.6)

—

Vemos pelo resultado acima que as dimensdes de C sdo dadas por
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[C] = [g,] L]

de modo que a constante €4 da lei de Coulomb pode ser medida em farads/metro. Seu
valor é

g0 =885x10712 F/m (5.1.7)

Assim, para ter C = 1F com um capacitor de placas planas paralelas ¢ d = 1 mm,
precisarfamos de uma drea das placas

A=—=— """ - 113x108m?

0 que corresponde a cerca de 100 km?! Isso mostra que 1F € uma unidade muito grande
de capacitincia; as mais usadas sdo o uF e o pF

5.2 Capacitor cilindrico

E formado por dois cilindros coaxiais, de
raios a ¢ b (fig. 5.2). J4 vimos que o cam-
po nesse caso ¢ da forma (cf. Seg. 3.5)

E=E(p)p=—p (5:2.1)

o™

A v o, e . .
onde p € o vetor unitdrio radial num plano

- transversal ¢ B € uma constante. Pela
(3.5.3),

4 (5.2.2)

0.
&

~E(b) =

onde / € o comprimento do capacitor (desprezando efeitos de beirada).

A diferenga de potencial entre as placas do capacitor é
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o que d4, pela (5.2.2),

b (5.2.3)
a

A garrafa de Leiden era um capacitor deste tipo (mas com vidro entre as placas, feitas
em geral de folha de aluminio).

Seb=a+d,comd << a (d = distincia entre as placas), vem

R

e fica

onde A = 2ral é a drea da superficie lateral do cilindro, mostrando que o capacitor
cilindrico é como um capacitor plano "enrolado". Para dimensdes da ordem tipica de uma
"garrafa" de Leiden, | = 20cm ;a = Scm ;d = 1 mm, resulta

2x2x107 1 x885x 10712
C =
Inl E
5

5.3 Capaucitor esférico

=5,6x1071F = 560 pF

E formado por um par de esferas condutoras concéntricas de raios R, e R; (fig.
5.3). Neste caso,

"~ 4me,

. 0 R, - Ry
" 4me, | RR,
o que d4 (note que aqui, com simetria es-

Figura 5.3 Capacitor esférico férica, 4m aparece)

-
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0= dne, [ 531

Se R, — Ry = d << R, obtemos novamente como limite a (5.1.5) (verifique!).

Em particular, se a esfera externa estd suficientemente afastada (R, — <o),
obtemos a capacitdncia C de uma esfera de raio R:

C = 4ng,R (5.3.2)

As linhas de forca nesse caso vdo da superficie da esfera ao "infinito”. Um exemplo € a
Terra, cujo raio é R = 6,37 x 10* km, o que d4

C=4nX 637X 10°X 8.85X 10" F=7,1 X IO F=7I0LF

0 que € bastante grande para podermos escoar bastante carga para a terra sem alterar
apreciavelmente o seu potencial ("ligagéo terra").

5.4 Associacoes de capacitores

' ' A A fig. 5.4 mostra um exemplo de conexdo

1@y J: Q, Jj Q, T em paralelo, cujos terminais podem estar

S C. Cs V' ligados, por exemplo, aos pSlos de uma
-Q 1 -Q 2 -Q 3 . < g

bateria, que mantém entre eles a diferencga

de potencial V.
Figura 54 Conexdo em paralelo

As placas superiores formam um conditor tunico, de carga total
g=0 + Qz + O,

e potencial V, ; igualmente para as inferiores, com—Q e V_, e

~

Ql =C1V

0, =CVi0=(C+C,+C;3)V, onde V=V, -V_

O3 =GV

Logo, o conjunto € equivalente a um capacitor Unico, de capacitdncia equivalente
C=C +Cy+..4Cy (5.4.1)

(no caso, N = 3). Note que C > Max (C,,C,...,Cn).
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P, o ||
+ +| _

Figura 5.5 Conex3o em série

Logo,

+._Q—

(p]lia}

Vejamos agora a conexdo em série, repre-
sentada na fig. 5.5. Nesse sistema, cada
um dos conjuntos intermedidrios, tais
como a ¢ b na figura, forma um condutor
dnico, inicialmente neutro, no qual as car-
gas +Q e — O sdo separadas por indugio.
A diferenga de potencial total entre as ex-
tremidades P, e P_ é

Dlm

Q
C C

[

i
__(‘) | —

oy~

S~
+
L

o]~

(5.4.2)

Note que C < Min(C,, G, ..

5.5 Energia eletrostatica armazenada

+
— ——¢C

Figura 5.6 Carga de um capaditor

Consideremos a carga gradual do capaci-
tor por uma bateria. Num instante em que
a carga jd armazenada ¢ ¢, a diferencga de
potencial instanténea entre as placas €

o
1l
(@I

e a bateria realiza um tralalho vdg para transferir uma carga adicional dg. Logo,

dU =vdq =

o que da

U=

(Y

1
P =20V (5.5.0)

para a energia total armazenada até atingir a carga final Q.
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Para um capacitor plano, isto leva a

1A, g, (VY &
U=75-—5V _2Ad(dJ =2 E - Ad (5.5.2)

Nessa expressio, Ad é o volume do espacgo entre as placas do capacitor, no qual o campo
elétrico fica confinado (desprezando os efeitos de bordas).

Logo, podemos pensar na energia como estando armazenada no campo, no es-
paco entre as placas, com uma densidade de energia

y=S0 g2 (5.5.3)

Consideremos agora uma esfera condutora (isolada) com carga Q. Tratando-a como um
capacitor, a energia potencial armazenada é

o’ %
== _ 554
v 2C 8mgyR ( )
0 que também resulta de ser
__ 9
V=1 g, R

o potencial na superficie, e de ser

1J 1
= =—Q0V
2 YGdS 2Q

a energia potencial das cargas distribuidas na superficie com densidade o©.

Do ponto de vista de campo, considerarfamos que a energia estd armazenada em
todo o espaco externo i esfera, onde E # 0. Se admitirmos que a (5.5.3) permanece
vilida, seria

2

€ .2 & QO
ult)=—E“(r)=——F—
2 2 16n2£gr4

num ponto r a distdncia r = Irl do centro, pois

o .

B0 e

Logo, a energia contida numa camada esférica de raio r e espessura dr seria
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2

dU(r) = 4nr2dru(r) = g 5 dr
871'.807'

€ a energia total contida no campo seria

I N O { _ @
U—LdU(r)— 5 '[R 7 U=

N e’
=1/R

0 que concorda com o valor anterior (5.5.4).

Esses exemplos ilustram um resultado geral. A expressdo geral (4.8.3) da energia
potencial, obtida do ponto de vista de sua armazenagem nas cargas, pode ser transformada
numa expressao em que ela aparece como armazenada no campo:

=%—J.p(r)V(r) dv:-ezﬂsz(r)dv (5.5.5)

Demonstragdo: Partindo da equagio de Poisson (4.6.1),

divE =2

€
substituimos p na primeira integral por €, div E:
£
=7°J-v(r) divE dv

Aplicamos agora a identidade (4.5.24),

div(fv)=/fdivv+v-grad [ E
que da: :

div(VE)=VdivE +E - grad V=V div E - F’

U, =2 J.v E2dv + %OJ;div (VE)dv

onde integramos sobre um volume v limitado por uma superficie S, por exemplo, uma
esfera de raio R. Pelo teorema da divergéncia,

J; div(VE)dv = 3Ev(r) E(r)-ds

Se afastarmos a superficie S indefinidamente, V ( r) sobre S cai como 1/R, E ( r) cai como
1/R2 e dS cresce como R2. Logo, a 355 cai como 1/R e tende a zero para R — oo
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Resulta

U=%OIE2(1‘) dv

onde integramos sobre todo o espago, o que demonstra a (5.5.5).

Energia prépria ("self-energy”) de uma carga puntiforme

Vimos que uma carga de dimensdes da ordem de R vista a uma distdncia >> R
se comporta como se fosse puntiforme. Uma distribui¢io esfericamente simétrica atua
exatamente como se toda a carga estivesse concentrada no seu centro.

Vimos que, neste caso, para uma distribui¢do esférica volumétrica uniforme de
raio R, a (4.8.4) d4

I 2
U=+ Q
2 4neyR
Em ambos os casos,
QZ
v 4neyR

e diverge para R — 0, ou seja, para uma carga "realmente” puntiforme. Essa € uma
dificuldade bdsica do eletromagnetismo cldssico, se tentarmos aplicd-lo, microscopica-
mente, a uma particula que se acredita ser "realmente” puntiforme, como o elétron.

Segundo a relatividade restrita, a energia tem inércia, ou seja, a uma energia U
estd associada uma massa inercial (cf. Fisica Bdsica 4)

= %— (5.5.6)
C

onde ¢ é a velocidade da luz no vicuo. Se procurdssemos imaginar um modelo cldssico
para o elétron, atribuindo a foda a sua massa origem eletromagnética, deveriamos ter,
para um modelo esférico de raio ry, do elétron,

2 2

4 e

mo—— (5.5.7)
¢ 47[807'062 { 0 4ﬂ€0m662

onde me = 9,11 x 107" kg é a massa do elétron. Isso daria
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2
9x10°x(1,6x1071°) s

~ 5 m~28x10"""m
9,11x1073! x(3x108)

]

que se chama o raio cldssico do elétron.

As forgas coulombianas repulsivas entre elementos de carga de mesmo sinal ndo
permitiriam a existéncia de um modelo estdvel para o elétron (teorema de Earnshaw), sem
a intervengio de forgas de outra natureza para contrabalangar a repulsdo. Nio faria sen-
tido, porém, um modelo cldssico para uma particula como o elétron: jd@ bem antes de
chegar 2 escala de distincias da ordem de ro, efeitos quénticos se manifestam. A teoria
quéntica, porém, também encontra dificuldades para formular um modelo puntiforme de
elétron.

Energia de condutores carregados

Quando aplicamos a expressio

1
= Ejp(r) v(r)dv
a um sistema de N condutores carregados, temos de substituir p dv — © dSeintegrar
sobre as superficies Sy, Sz, . .., Sy de todos os condutores, o que déd

1 I
== 5.5.8
U=7 Z RONOES (5.5.8)

1=

Mas, sobre a superficie S;, V = V; =constante. Logo,

=%ZV,-J‘SEG(r)dS, { U=

onde Q; é a carga do condutor i, distribuida sobre S, . Em particular, para um capacitor,
com cargas * O,

N
ovi | (5.59)
=1 ’

ST

oV

r | =

:%Q(VrV_):

onde V é a diferenga de potencial entre as duas placas. Isso dd outra demonstragdo do
resultado (5.5.1).
Hai uma diferenga importante entre a (5.5.9) e a expressédo

L&
U=§Z:ﬂivi
i=
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para a energia de interacdo entre cargas puntiformes, obtida na Seg. 4.8. Naquele caso,
U representa somente a energia de inferagdo entre pares de cargas, e V; € o potencial na
carga ¢; devido as outras cargas g; (j#i). Na (5.5.9), porém, U € a energia fotal do
sistema, e V; é o potencial do condutor devido a todas as cargas, inclusive aquelas dis-
tribuidas sobre ele préprio.

Energia potencial de cargas num campo exierno

Se @; = ¢ (r;) é o potencial do campo externo E = —V ¢ na posi¢io da carga
gi, temos neste caso

N
U= g0 (5.5.10)
i=1

conforme decorre da definigio do potencial. Note a auséncia do fator 1/2 nesse caso.

Forga ponderomotriz sobre a superficie de um condutor

Consideremos um elemento de carga

dg =0 dS contido num elemento de su-
* perficie dS de um condutor (fig. 5.7). Vi-
mos ap0s a (3.5.11) que o campo na su-
perficie é metade devido a dS e metade

s e
devido a distribuigio de carga sobre o

Figura 5.7 Elemento de superficie resto do condutor. Esta carga devida ao
de um condutor carregado , ~ resto do condutor exerce uma forga sobre

dg, dada por

0'2
F = . "___“d
d —dq n= 80“ S

2¢g,
A 2z .
onde on/(2€o0) é o campo devido ao resto do condutor. Note que dF tem sempre a
T 5 AL . o
diregdo e sentido da normal externa n independentemente do sinal de G, pois ¢ propor-
cional a 6>,
Essa forca ponderomotriz equivale a uma tensdo (forga por unidade de superficie)

dF ¢’ g (V. € v .
82 _ 52 a_D0 |25 =20 R0 = 5.5.11
S 280n ) (so)n 2En un ( )

onde u é a densidade de energia (5.5.3) num ponto vizinho a dS.
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Num capacitor plano, como né dirigido para
dentro, essa tensdo (fig. 5.8) representa uma
for¢a atrativa entre as placas (atrag@o entre
as cargas Q e — Q). Se quisermos aumentar

de 84 a separagio entre as placas, mantendo
Q constante (ou scja, com as placas isola-

das), a forga externa Feq aplicada tem de
. ] realizar um trabalho contra essa forga atra-
Figura 5.8 Atragdo entre as placas )
de um capacitor plano tiva ( Fex = — F) dado por

dF
F, &= ’ES—A(Sd) = udV =38U

ext

onde 8V é a variacio do volume entre as placas e U é a variagdo da energia eletrostatica
armazenada neste volume. Assim, a forga atrativa entre as placas (mantidas isoladas!) é

F=-F,=-8U/8d
Pelas (5.5.1) e (5.5.2),

Qo _
U=26=%744 { F=- (5.5.12)

5.6 Dielétricos

Até agora, sé discutimos campos elétricos no vdcuo ou na presenga de conduto-
res, dentro dos quais E = 0. Que acontece com o campo na presenga de um material
isolante?

Cavendish (em 1773) e Faraday, independentemente, em 1837, descobriram que
a capacitincia de um capacitor aumenta quando se coloca um isolante entre as placas. Se
0 espago entre as placas estiver totalmente preenchido pelo isolante, a capacitincia au-
menta por um fator K que s6 depende da natureza do material isolante, e nao da forma
ou tipo de capacitor, conforme mostra a expeﬁéncia. Esse fator chama-se constante die-
létrica do isolante, e este também é chamado de dielétrico:

C=xC, (5.6.1)

onde C, se refere ao vdcuo (para o qual, portanto, K = 1)

Valores de x para alguns materiais tipicos

Ar Agua destilada

latm. 20°C 20°C Vidro Quartzo | Baquelite | Porcelana Papel

Substincia

K 1,00059 80,4 ~4al0 ~5 4,9 ~65a7 3,7
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Por que razdo C aumenta? Antes de colocarmos o dielétrico, tinhamos

£ A
d

Q=C,V = 1%
onde consideramos um capacitor plano
(fig. 5.9). Com o dielétrico, a carga Q das
placas ndo mudou, mas Co — Cp K. Logo,
M Tade A4 el A~ € a voltagem (tensdo) V (diferenga de po-
tencial entre as placas) que deve ter caido

A

L

Figura 59 Capacitor plano com dielétrico por um fator 1/ x:

v, - ‘_I’co_ (5.6.2)

Mas V = —IE - dL Logo, é o campo E que deve ter-se reduzido: E¢ — Eq/x (Em-
bora ainda ndo tenhamos definido E dentro do meio, podemos tomd-lo do lado de fora,
como na fig. 5.9, onde a ldmina dielétrica é um pouco mais curta que as placas).

No pequeno intervalo entre o dielétrico e cada placa, porém, o campo ainda deve
ser Eo = G /€0, porque a densidade superficial ¢ nas placas nio mudou, o que nio muda
o campo da placa. Logo, ao atravessar a superficie do dielétrico, o campo (que é per-
pendicular a ela), sofre uma descontinuidade

Ay (Ey-E)=Ey-E=

] (5.6.3)
=Eb6ffEJ=(K—l)E

A, e N
onde n; é o vetor unitirio da normal i

interface entre o dielétrico (meio 1) e o
viacuo (meio 2), orientado no sentido

Figura 5.10 Superficie gaussiana

1 — 2. Tomando uma superficie gaussia-
na cilindrica, como na fig. 5:10, o fluxo que entra pela base inferior ¢ portanto menor do
que aquele que sai pela base superior. Pela lei de Gauss,

fy, -(E, —E)dS = dg, / &, = 6,dS / ¢, (5.6.4)

0 que indica a presenga, sobre a base superior da ldmina, de uma densidade de carga
(positiva) superficial 6, , com

G, = &(E, - E) = g,(x— 1)E (5.6.5)

onde E € o campo elétrico no interior do meio.
Analogamente, na base inferior da l4mina dielétrica, deve existir uma densidade
negativa correspondente, — G, a ldmina, como um todo, s¢ mantém neutra.
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Vemos que o efeito € andlogo ao da indugdo eletrostdtica, que ocorreria se a
lamina fosse condutora. Entretanto, num condutor, os elétrons se deslocam livremente,
explicando o efeito de indugdo, ao passo que num isolante ndo hd elétrons livres: os
elétrons estdo ligados a dtomos ou moléculas, formando sistemas neutros.

Como ji vimos, porém, a aplicagdo de um campo elétrico a um sistema neutro
tende a produzir um momento de dipolo elétrico numa molécula ndo-polar, ou a alinhar
o dipolo com o campo, numa molécula polar (Se¢ 4.4).

Para ver de que maneira isso dd origem &s densidades de carga superficial
+ 0, , consideremos as conseqiiéncias da polarizacdo (criagio de momentos de dipolo)

de moléculas niao-polares, sob a acgio do
campo dentro do dielétrico. A aplicagio

|
|
|
|
| do campo produz um deslocamento (fig.
| I . =
| E 5.11) das cargas positivas na diregdo de
| . .
E e das negativas no sentido oposto,

|
| criando o dipolo. Mesmo na escala mi-
E=0 : croscépica, esse deslocamento € extrema-
! mente pequeno, porque os campos E apli-
Figura 5.11 Criagao de um dipolo cados tém intensidades tipicamente mui-
tissimo menores que os campos intraatdmicos: por exemplo, a ordem de grandeza do
campo do préton sobre o elétron no dtomo de H (raio ~ 0.5 A= % x 107%m) ¢é

9 -19
N 9x10 X(1,6X10 )~6x10111=6GV!

N m cm
[l X 10“10)2
2

Mesmo um campo aplicado de 60 kV/cm, extremamente intenso do ponto de vista
macroscopico, ainda é da ordem de 10° vezes menor, e produz um deslocamento de carga
~ 107 vezes o raio atémico.

Num material com moléculas polares (gds ou liquido, por exemplo), o alinha-
mento num campo aplicado também produz uma polarizagdo preferencial na diregéo
do campo (discutido na Se¢. 11.5 para o caso magnético).

Um elemento de superficie orientado
dS = nds (ﬁ = versor da normal) dentro
do dielétrico é atravessado (fig. 5.12) por
uma- carga total dg como conseqiiéncia
deste deslocamento. Essa carga varia com
a orientagdo f da mesma forma que o flu-
xo de fluido através de uma superficie dS

no escoamento de um fluido, ou sej,
Figura 5.12 Fluxo de carga através de dS como o fluxo de um vetor P:
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dg=P-dS=P-h dS =P dS

(5.6.6)

onde P tem a direcdo do deslocamento das cargas (P / E) para um meio isofrépico

(existem meios anisotrdpicos, em que isto ndo acontece, mas nio vamos considerid-los) e

tem dimensGes de [dq/dS], ou seja de uma densidade superficial de carga.

Figura 5.13 Polarizagdo homogénea

Consideremos primeiro, para simplificar,
0 caso em que a polarizagdo € homogénea
(a mesma em qualquer elemento de volu-
me). Nesse caso, para um elemento de
volume dv totalmente interno ao dielétri-
co, ndo hd variacio de sua carga total,
pois a carga que o atravessa para fora
através da base superior é compensada
pela que entra através da base inferior.

Mas isso ndo acontece na superficie do dielétrico: faltam vizinhos de um lado,

de forma que ndio hd compensagdo. Pela defini¢io de P, a carga ndo-compensada na

superficie é, para um elemento dS,

dg =

N>
v

b, dS=c,dS

Figura 5.14 Cilindro polarizado

{

P

G, =P =i (5.6.7)

que tem sinais opostos no topo da cama-
da, onde n é paraleloaP(c, = +P)e
na base, onde € antiparalelo (c,=—P).
Note que n é orientada para fora do die-
létrico (fig. 5.13).

Isso explica o aparecimento das densida-

- des de carga 6,, que se chamam cargas

de polarizacdo. Se considerarmos um ci-
lindro que vai do topo da camada 2 sua
base, ele adquire entdo um momento de
dipolo elétrico (fig. 5.14)

dp = 2(dg)d = %0, (dS) -d = Pz dv = Pdv

onde dv € o volume do cilindro. Logo,

|

_dp
T odv

(5.6.8)

O vetor P chama-se polariza¢do dielétrica: vemos que representa o momento de dipolo

por unidade de volume induzido pelo campo dentro do meio isolante.
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Qual € a relagiio entre a polarizagio P e o campo E? Para obté-la, precisamos de
um modelo microscépico da estrutura do dielétrico, a fim de obter o momento de dipolo
criado pelo campo, ou seja, a resposta de cada dtomo ou molécula ao campo aplicado.
Isso requer o emprego da mecénica quantica.

Entretanto, como j4 vimos, para campos aplicados tipicos, a perturbagdo que
produzem € muito pequena em confronto com os campos intra-atdmicos. O resultado é
que a polarizagdo é proporcional ao campo aplicado, uma espécie de andlogo atomico
da lei de Hooke (deslocamento a partir do equilfbrio proporcional a forga aplicada):

P = x 80 E (5.6.9)

onde ¥ é uma constante numérica caracteristica do material, denominada susceptibilidade
dielétrica (para campos muito intensos, isto deixa de ser verdade, podendo aparecer efei-
tos ndo-lineares, proporcionais a E?, E*,...,0 que também é andlogo aos desvios da
lei de Hooke).

Finalmente, resuita

0, = P = (gE = g{x- 1 E (5.6.10)
ou seja,
T (5.6.11)

o que relaciona a constante dielétrica do material com a sua susceptibilidade.

As cargas de polarizagdo G, sdo também chamadas de cargas ligadas, porque
resultam de cargas ligadas a 4tomos € moléculas, em contraposicdo as cargas livres sobre
condutores (devidas a elétrons livres), como as cargas das placas metilicas do capacitor,
que sdo livres para se deslocarem. Todas as cargas, livres e ligadas, tém de ser levadas

em conta no cdlculo do campo elétrico E.

Polarizagdo inomogénea

Se a polarizagdo varia de ponto a ponto dentro do dielétrico, por ser ele inomo-
géneo, deixa de ser verdade que as cargas de polarizagdo s6 aparecem na superficie.
Com efeito, nesse caso, pela definigio
de P, a carga total que sai de um volume
Av situado dentro do dielétrico, através
de sua superficie AS (Fig. 5.15), em
conseqiiéncia de sua polarizagdo pelo

A
n

campo, é

E J

P-fidS =j (divP)dv
AS Av

Figura 515 Volume dentro A
de um dielétrico onde n é o versor da normal externa.
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Logo, pela conservagdo da carga total, se P = P(r), comdivP # 0 (caso ino-
mogéneo), a carga contida dentro de Av, como conseqiiéncia da polarizacgdo, é

Ag= -J. divPdv
Av

0 que equivale a uma densidade voluméirica de carga de polarizagio.

p, = —div P (5.6.12)

Se, além disso, existirem dentro do dielétrico cargas livres de densidade volumétrica p
(por exemplo, cargas no ar, que é um dielétrico), a densidade de carga rotal que gera o
campo E é p + p,, de forma que a equaciio de Poisson fica

+ 1

dvE=L"P P Ly (5.6.13)

€ € &
Como P = €0 E, pela (5.6.10), podemos reescrever a (5.6.13) em fungdo apenas da
densidade de carga livre p:

div[(1 + x)E] = Eﬁ = div(kE) = div D (5.6.14)

0

onde definimos 0 novo campo (vetor deslocamento elétrico)

D =«E (5.6.15)

A (5.6.14) € a equagdo de Poisson no interior de um dielétrico. Note que X € X perma-
necem dentro de div (...), porque, no caso inomogéneo, variam de ponto a ponto.

Por outro lado, o campo E continua sendo conservativo, ou seja,

rot E=0] - (5.6.16)

As (5.6.14) e (5.6.16) dido a forma local das equacées bdsicas da eletrostdtica num meio
dielétrico geral, onde K pode variar de ponto a ponto. Sdo as equagdes de Maxwell da
eletrostdtica.

sy Exemplo

Consideremos (fig. 5.16) um capacitor de

K>1EI T E =1 placas planas paralelas metade do qual é
- preenchida com um dielétrico (k > 1),

-— 0 ——

i + + ~
A T+ \\ a outra metade ndo (x = 1). As placas

Kcs/ c1)' metdlicas sdo equipotenciais. Logo, sua

Figura 5,16 Capaditor semi-preenchido diferenca de potencial V define um cam-

por dielétrico po E uniforme, E = V/d, 0 mesmo nas
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duas metades. Assim, E = ¢ /¢, onde ¢ é a densidade superficial de carga (livre) na
metade da placa inferior onde k = 1.

Na outra metade, porém, o mesmo E resulta da soma da carga livre com a carga
de polarizagio, que tem sinal oposto e vale, como vimos,

GP/SO =—(K—1)E=E—KE=E—[(KCS)/SO]

Logo,

E=(oc, +xo)le,
e a carga livre na outra metade da placa tem densidade superficial k. Assim, a carga to-
tal da placa é

A A 1 1 | A
Q=EG+§KG=‘2—(K+])GA=5(K+])SOAE=§(K+1)SOEV
o que da
| 1 gA |
_1 &A 6.1
C 2(1<+1) J (5.6.17)

O resultado é equivalente a associagido em paralelo de dois capacitores de area A/2, um
com dielétrico e o outro sem, como € natural.

Note que o campo elétrico fangencial a 1amina dielétrica se conserva na interface,
a0 contrdrio da componente normal 3 lamina nas bases superior € inferior, no caso em
que o dielétrico ndo preenche toda a cavidade [cf. (5.6.3)].

Energia
O raciocinio anterior, em que calculamos a energia armazenada num capacitor
pelo trabalho necessdrio para carregd-lo, permanece vélido; ou seja, continua valendo

1

_ - 2
—2CV

U

Mas C aumenta por um fator k na presenca de um dielétrico (para 0 mesmo V).

Logo, a densidade de energia do campo dentro do dielétrico €

u :%OvKE2 i (5.6.18)

um fator ¥ maior do que no vécuo.

E preciso realizar um trabalho maior para chegar 2 mesma carga total, porque
parte dele € gasta em polarizar (ou orientar) o material, ficando armazenada como energia
interna das moléculas polarizadas (como a energia armazenada numa mola distendida, no
caso da lei de Hooke).
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5.7 Condigdes de contorno

A interface entre dois meios diferentes, como a lamina dielétrica e o ar na fig.
5.10, ¢ uma "superficie de descontinuidade". Do ponto de vista microscépico, é na reali-
dade uma camada de transi¢do, de espessura tipica da ordem de algumas camadas atd-
micas, onde as propriedades do meio variam continuamente entre as de um dos meios €
as do outro, mas de forma tdo rdpida na escala macroscdpica que a idealizamos por uma
superficie de descontinuidade.

Ao aplicar a lei de Gauss na fig. 5.10,

Bag g0y s
T tomamos como superficie A § um cilindro

achatado, de base dS e altura (perpendi-
cular a interface) h, onde h, que poderia

ser identificado com a espessura da cama-
da de transi¢io, tende a zero. A base su-
perior do cilindro estd no meio 2 e a in-

Figura 5.17 Superficie gaussiana ferior em 1; ﬁu é o versor da normal,
orientada de 1 — 2. Como o fluxo através da superficie lateral — 0 com 4, o fluxo
total através de S € como na (5.6.4),

;ME-ﬁa’S=ﬁ12 '(Ez—E1)~dS=}£i_%(divE-Av)

onde Av = h - dS. Resulta

lim(h divE)=, -(E, —E,)=DivE
h—>0 ’ i ’

—
n
~3
[a—

~—

onde Div E chama-se a divergéncia superficial de E.

Como as fontes de E siio todas as cargas (livres e de polarizagdo), pela (5.6.13),

div E = (p.+ p,) / €

€ temos

lim (k div E) = El—o lim [W(p+ p, )] = Elo”(‘” c,)

- 0

onde 6 e G, sfo as densidades superficiais de carga livre e de carga de polarizagio,
respectivamente.

Logo, a forma limite da equag@o de Poisson para E numa superficie de descon-
tinuidade entre dois meios é

DivE =i -(E; ~ E) = (6+5,) /¢ (5.7.2)
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O resultado da (5.6.4) € um caso particular, em que ¢ = 0.
A divergéncia superficial de um vetor mede a descontinuidade da sua compo-
nente normal ao atravessar a superficie de descontinuidade.

J4 para o vetor D, cujas fontes, pela (5.6.14), sdo apenas as cargas livres

divD=" = DivD=#h, (D,-D)= (5.7.3)

G
&0 &
onde ¢ € a densidade superficial de carga livre na interface.
Em particular, se ndo ha cargas superficiais livres na interface entre os meios 1 ¢

2, resulta

| :
-~ h, (D,-D)=D,,-D,=0 (5.7.4)

1,n ‘

ou seja, a componente normal D, de D é continua na interface (sem carga livre) entre
dois meios, ao passo que a componente normal de E € descontinua, devido as cargas su-
perficiais de polarizagdo, o , . Isso € bem visivel no diagrama de linhas de forga da fig.
5.9: as linhas de for¢a de E s@o mais densas fora do que dentro do meio, ao passo que as

de D seriam continuas.

Podemos proceder de forma andloga com

A
n . .
4712 Meio 2 a circulagio
'
AT’ h J;E -dl
[ = | AT
- A —> Meio 1
Figura 5.18 Circuito AT de E a0 longo de um ST e L)

de altura h ¢ lados Al situados um em

cada meio. Na circulagdo, intervém apenas a componente de E tangencial a superficie.

Aplicando o teorema de Stokes a circula-
cao de E ao longo de AI', e desprezando

a contribuicdo dos lados de altura &

AF%KQ (h — 0), vem

Meio 1

Figura 5.19 Vetores unitarios na interface

J- E-dl=E, -t Al-E, -fAlzJ rot E-NdS=N-rotEhAl=N-rot E AS
Al AS
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A a A , N
onde t € o versor da tangente a AI' no meio 2 ¢ N é o versor da normal a 4rea
AS = h Al contida dentro de AT,

Por conseguinte, para h — 0,

(E;—E,)-t=(hrotE)-N (5.1.5)

Vemos pela fig. da pg. anterior que

t = Nxfi, (5.7.6)

0 que dé

(Ez - El) = (Ez - El)' (&Xﬁlz) = ﬁl2 X(Ez - El)ﬁ (.77

usando a invariincia do produto misto de 3 vetores por permutagdo circular.
A
Comparando com a (5.7.5) e notando que a orientagcdo de N num plano paralelo
d interface € arbitraria, concluimos que*

lim (hrot E)=ii;, x(E, —E;}=RotE (5.7.8)

h—0

onde Rot E, o rofacional superficial de E, mede, portanto, a descontinuidade na compo-
nente tangencial de E.

Como o campo eletrostdtico é sempre irrotacional, rot E = 0, obtemos

Rot E=fi;, X(E, - E;)=0 (5.7.9)

ou seja, a componente tangencial do campe eletrostdtico é sempre continua.

Juntamente com a equagao I/;lz - (K, - E)) = (0 + 0,)/¢&,que da adescon-
tinuidade na componente normal, esta condicio define inteiramente (E; — E, ); o con-
junto destas duas equagdes € chamado de condigées de contorno. Vemos que representa
simplesmente a forma limite das equagdes de Maxwell para div E e rot E, numa superficie
de descontinuidade entre dois meios diferentes: o comportamento do campo é inteiramen-
te descrito pelas equagdes de Maxwell (inclusive neste caso limite).

*  Sendo sempre N - ni2 =0, poderia haver uma componente de k rot E paralela a n2. Porém, tomando Oz paralelo
afp,essa componente seria
b dEy JEx
dx ay

que — 0 com /, porque as derivadas de E em diregdes tangenciais & interface permanecem finitas.
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. 5 P A A
Em particular, se 0 meio 1 é um condutor (E, = 0), e n;» = n aponta para fora

dele, obtemos na superficie,

n,xE,=nxE=20

ou seja, o campo E € normal a superficie do condutor, e

n, E,=n-E=E=0/¢,

que € o resultado (3.5.11) para o campo na superficie de um condutor.

Vemos ainda, que, na superficie de descontinuidade,

lim (h V)=4,D

h—>0

onde D é o operador de diferenga,

D [E]=E, - E,

Assim,

div E = i, - D [E]
rot E = n, x D [E]

PROBLEMAS

(5.7.10)

(5.7.11)

(5.7.12)

(5.7.13)

(5.7.14)

1. Na experiéncia de Millikan, uma gota de 6leo microscépica, de 2um de raio, € intro-
duzida entre as placas de um capacitor plano, cujo espagamento é de 5 cm. A densidade do 6leo
¢ de 0,78 g/cm3. Com as placas inicialmente descarregadas, observa-se que a gota cai, atingindo,
devido a resisténcia do ar, uma velocidade terminal constante v. Quando se aplica entre as placas
uma diferenga de potencial de 40 kV, com o campo elétrico orientado para cima, verifica-se que
a velocidade de queda duplica. Qual é o sinal e o valor da carga, em unidades da carga do elétron?

2. Dois capacitores, de capacitincias C e 2C, estdo caregados com a mesma carga Q¢
inicialmente isolados um do outro. Se as placas negativas de ambos forem ligadas a terra e as
positivas ligadas uma a outra, (a) qual serd o potencial final das placas positivas? (b) qual éa -

variagdo de energia neste processo? {c) que acontece com essa energia?



c, c,
Vi @ >
c, A o

4. Mostre que é possivel substituir o
sistema de capacitores da figura por um
inico capacitor equivalente entre os
pontos @ € b e calcule a capacitincia
deste capacitor,

2C c
|| ||
N | ]
ae— ——2c |[—eb
|| [
H |
c 2C .

6. Ache a capacitincia equivalente ao sistema
infinito de capacitores da figura, entre os pontos
aeb. Sugestio: Note que a capacitincia a direita
da linha vertical interrompida equivale a do sis-
tema todo, por ser ele infinito
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3. Na ponte de capacitdncias da figura, o ele-
wrometro E detecta a diferenga de potencial
entre os dois pontos entre os quais estd ligado.
Mostre que, quando a leitura de E € zero, vale
a relagdo

¢ G

G G

que pode ser usada para medir C; em fungio
de C, e darazio C3/C,.

C
|
!

®

5. Ache a capacitincia equivalente

ao sistema da figura, entre os pontos a e b.

O
—0

—_—iC —C T T Ceee

be

7. Um capacitor de placas paralelas de drea A e espagamento D tem, inserida entre elas,
uma lamina de dielétrico de mesma 4rea A, de constante dielétrica K e espessura d < D . Demons-
tre que a capacitincia do sistema é a mesma que a de um capacitor de espagamento D — d, com

ar entre as placas, em série com um capacitor de espagamento d, todo preenchido com o dielétrico

de constante dielétrica x .
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8. Um capacitor esférico de raio interno a e raio externo b tem o espago entre as placas
totalmente preenchido por duas camadas concéntricas de dielétricos diferentes superpostas, uma
de espessura ¢ — a e constante dielétrica ki, e outra de espessura b — ¢ ¢ constante dielétrica ;.
Calcule a capacitincia deste capacitor.

o
Q
93
w

capacitor plano estd preenchido por duas ca-

madas dielétricas adjacentes, de espessuras di €
d> e constantes dielétricas K e K, respectiva-

mente. A diferenga de potencial entre as pla-
cas é V e o campo aponta de 1 para 2. Ache:

(a) A capacitincia C do capacitor.

(b) A densidade superficial de carga livre 0
nas placas.

10. Uma esfera de material dielétrico homogéneo com constante dielétrica K, de raio g,
esta uniformemente carregada com densidade volumétrica de carga p.
(a) Calcule o vetor campo elétrico E dentro e fora da esfera.
(b) Ache a diferenga de potencial V entre o centro ¢ a supetficie da esfera.



CORRENTE
ELETRICA

6.1 Intensidade e densidade de corrente

Se ligarmos por um fio metdlico as placas de um capacitor carregado, niio pode
haver equilibrio eletrostdtico, pois as extremidades do fio condutor estio com potenciais
diferentes. Sabemos o que acontece: uma corrente elétrica passa através do fio quando a
conexdo € feita. Essa corrente resulta do movimento de elétrons livres, que se deslocam
da placa negativa a positiva através do fio. iSntretanto, por razdes histéricas (Seg. 2.1),con-
vencionou-se definir como sentido da corrente aquele que corresponderia ao deslocamento
de cargas positivas (oposto ao sentido do movimento dos elétrons).

A intensidade i da corrente através de uma dada sec¢io do fio condutor € definida
como a quantidade de carga que atravessa esta secgdo por unidade de tempo:

4q
dt

i =

(6.1.1)

Aunidade de corrente no SI ¢ o ampeére, que serd delinido mais tarde (Cap. 8) em termos do
qual definimos o coulomb. Numa corrente de 1A, a sec¢do do fio é atravessada
acada segundo por 1C de carga, equivalente a

1 1C
- ————5—~6,2x10'3 elétrons
e 1,6x1071°C

Podemos considerar, em lugar de uma sec¢fio transversal, uma sec¢do obliqua de
orientagdo qualquer. Em particular, considerando um elemento de drea dS cujo versor da
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A A
n normal n define essa orientagdo, a corren-

5 te di que o atravessa pode ser considerada
] como o fluxo através de dS de um vetor
j (fig. 6.1):

Figura 6.1 Fluxo de corente di=j-ndS l (6.1.2)

onde j tem a diregdo e o sentido que corresponderiam ao movimento das cargas positivas.

~

O vetor j chama-se densidade de corrente: vemos que estd associado a corrente por

unidade de drea, e suas unidades sao A/mz.

Os portadores da corrente podem ser de vérios tipos, conforme a natureza do
meio em que passa a corrente. Num metal, conforme foi mencionado, sdo os elétrons.
Num tubo de descarga gasosa (como uma limpada fluorescente), os portadores sdo tanto
elétrons como fons positivos do gds, que se deslocam em sentidos opostos sob a acdo do
campo da descarga. Num eletr6lito, como uma solucio de HCl em égua, os portadores
sdo fons positivos H* e negativos C1™.

Suponhamos primeiro, para simplificar,

hY
\ A "

Y ds n que os portadores sejam todos do mesmo

\ . 1N -
\ N S tipo e se desloquem a mesma velocidade

1

2 v. Nesse caso, a carga total que atraves-
> sard dS durante um intervalo de tempo dt

v dt é a carga contida num cilindro de base dS
Figura 6.2 Cilindro de carga e geratrizes vdr (fig. 6.2), cujo volume €
dv=vdt-ndS

Se p é a densidade volumétrica de carga associada aos portadores, a carga total contida
em dv é dg = pdv. Logo, a contribuigdo & corrente serd ©

di=pv-ndS$ ' : (6.1.3)

e, comparando com a expressao acima, vemos que

i=pv (6.1.4)

Se a carga dos portadores € g € a densidade de portadores (niimero de portadores por

619

unidade de volume) é n, temos

j - Iqu (6.1.6)
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Podemos agora imediatamente generalizar essa expressiio a uma situagiio em
que existam diferentes grupos de portadores movendo-se com velocidades diferentes.
Se n; € 0 nimero de portadores com carga g; e velocidade v; por unidade de volume
(i=1,2,..), teremos

i= Z"i q; v; (6.1.7)
I

onde a soma se estende a todos os grupos de portadores de cargas.

Ex.: sabemos que um corpo macroscGpico neutro é formado de cargas (elétrons,
protons, ...) agregadas em dtomos e moléculas. Quando esse corpo se desloca como um
todo, ndo hd corrente elétrica associada, porque as densidades de corrente associadas a
cargas positivas € negativas se cancelam.

6.2 Conservagéio da carga e equacgao da continuvidade

Um principio tdo geral quanto o da conservagio da energia e para o qual também
ndo se encontrou até hoje nenhuma violagdo é o da conservagdo da carga elétrica: a
carga total (soma algébrica das cargas) de um sistema isolado nunca se altera. E possivel
criar ou aniquilar cargas, mas sempre de forma consistente com esse principio.

Por exemplo, em processos envolvendo energias elevadas, um elétron € um p6-
sitron (cargas — e e + ) podem sofrer um processo de aniquilagiio, dando origem a fétons
(raios ), que sdo particulas neutras. Reciprocamente, a energia de um féton de raios ¥,
passando através da matéria, pode converter-se num par elétron-positron (criagdo de
pares). Nesses processos, particulas carregadas sfo criadas ou aniquiladas, mas sempre
de forma consistente com a conservagdo da carga total.

Consideremos entio um volume arbitrario
V limitado por uma supeificie S, e scja n
o versor da normal externa a S (fig. 6.3).
Pela definigio de j, o fluxo § jxnds
representa a quantidade total descarga que

=>

S sai de V por unidade de tempo através de
S, num dado instante; a quantidade que

Figura 6.3 Volume de integrado sai durante um intervalo dr é

dthj-ﬁdS
A

Mas, pela lei de conservagdo da carga, isso representa também a redugdo — dg da carga
total contida dentro de V no instante considerado, ou seja,
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Ao dq
{J-ndS——dt (6.2.1)
onde
q= _[/ pdv 6.2.2)

€ a carga total contida dentro de V num dado instante (p = densidade volumétrica).
Tomando para V um volume fixo,

dg _[ % |
2=] S (6.2.3)

Por outro lado, pelo teorema da divergéncia,

5{ joids= Jj’div jav (6.2.4)

D v

Identificando as duas expressdes, como o resultado deve valer qualquer que seja V, ob-
temos a forma local do principio de conservacio da carga elétrica.

D
div j=-5 (6.2.5)

que se chama equagdo da continuidade. Um resultado andlogo se obtém na hidrodinimica
para o escoamento de um fluido (Fisica Bdsica 2, Se¢. 2.2), onde p é a densidade de
massa € j = p V a corrente; neste caso exprime a conserva¢io da massa do fluido.

Um exemplo € a polarizagio de um dielétrico. Vimos que, neste caso, quando o
meio se polariza, cada elemento de superficie, dS = nd § € atravessado por uma quan-
tidade de carga de polarizacdo. "

dg, = P-dS = P i dS

Logo, a densidade de corrente de polarizacdo é

., _JP

(6.2.6)

Por outro lado, vimos que, num diclétrico inomogéneo, aparece uma densidade volumé-

trica de carga de polarizagdo p , dada pela (5.6.12),

p, = ~div P 6.2.7)

Desses dois resultados decorre que
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div j, = -~ (6.2.8)

ou seja, as cargas de polarizagdo obedecem a equagfo da continuidade.

Diz-se que uma distribuigdo de correntes é estaciondria quando ela nio varia com
o tempo. Néo se usa a expressdo "estdtica” porque correntes estiio associadas a cargas em
movimento. E o "regime de escoamento” que € estaciondrio.

Se uma corrente € estaciondria, devemos ter d p/d ¢ = 0; logo, a equagio da
continuidade fica

divj=0 (6.2.9)

Como sabemos, isso implica que as linhas de corrente (linhas de campo do vetor j) nio
t€m fontes nem sorvedouros: ou sdo fechadas, ou teriam de comegar e terminar no infinito
("fechadas no infinito"). Outra vez, isso é andlogo ao escoamento estaciondrio de um
fluido.

A forma integral desse resultado é

J;j-ﬁdS=O (6.2.10)

ou seja, para correntes estaciondrias, o fluxo total de corrente através de uma superficie
fechada € = 0: toda a corrente que entra tem de sair. Essa é a origem de uma das leis de
Kirchhoff na teoria de circuitos elétricos, que veremos no Capitulo 10.

6.3 Lei de Ohm e condu!ivi.dude

A corrente dentro de um meio material resulta da resposta das particulas carre-
gadas deste meio as forgas a elas aplicadas; em geral, interessa-nos a resposta a um campo
elétrico. ’

Essa resposta (relagiio entre j ¢ E) depende da natureza do meio material; por
isto, chama-se uma equagdo constitutiva. Um exemplo jd visto é a relagiio entre P e E
num dielétrico: para um meio linear, homogéneo e isotrépico, vimos que é dada por
P =¢oy E, onde a susceptibilidade elétrica ¥ é uma constante caracteristica do material.

Para uma grande variedade de materiais isotrdpicos liquidos e s6lidos (ndo para
gases), a relagdo € dada pela lei de Ohm (formulada em 1826, por analogia com a lei de

condugd@o do calor):

j=oE (6.3.1)

onde a constante o, caracteristica do material, chama-se condutividade elétrica do material.
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A B Consideremos (fig. 6.4), um trecho dl de
1 W S0 conduios dr RO ansvesl §

@ i ) > sobre o qual a corrente j é longitudinal e
= o - - homogénea (a mesma em qualquer ponto

da secgdo 5); pela lei de Ohm, o mesmo
Figura 6.4 Trecho de fio condutor acontece com 0 campo.

A diferenca de potencial dV entre as secg¢des inicial A ¢ final B é

B
VA—VBEdV=J-E-dl=Ed1 (6.3.2)
A

pois E é uniforme e paralelo a dl (note que esta é a queda de potencial no sentido da
corrente).

Por definicdo, a intensidade da corrente que atravessa esse trecho do fio é

i=J-j-ﬁdS=j-S=GES (633
S
Logo,
dv = —=dl (6.34)
oS
(S | e, se o fio tem secg@o constante, obtemos
NG R ) R

para um comprimento [ de fio, entre os
pontos A e B (fig. 6.5)

Figura 6.5 Fio de secgdo constante

V,-V,=V=Ri| - (635)

onde

l
= 6.3.6
P (6.3.6)

e L
T oS

chama-se a resisténcia do fio entre os pontos A ¢ B; p = 1/6 ¢ a resistividade do
material. Vemos que a resisténcia de uma por¢do do fio € diretamente proporcional ao
seu comprimento e inversamente proporcional a drea da sec¢o transversal do fio.

A unidade de medida da resisténcia chama-se ohin e representa-se por £2:

1N=— (6.37)




6.3 Lei de Ohm ¢ condutividade 105

ou seja, uma corrente de 1A produz, numa resisténcia de 1€2, uma queda de potencial de
IV.Como [p] = [R] - [L], a unidade de medida de p € 1Q2-m (ohm-metro).

Para uma ampla gama de substincias, € um fato experimental que a resistividade
varia, com boa aproximagio, linearmente com a temperatura, dentro de uma larga faixa
de temperaturas:

p=po [1+a(T~Tp)] (6.3.8)

z - P

onde p é a resistividade a temperatura T e po € a resistividade a temperatura To. A
constante 0. chama-se coeficiente de temperatura da resistividade. E geralmente positiva
para metais (p aumenta com 7T), mas assume valores negativos para materiais semicon-
dutores. Consideraremos geralmente temperaturas ndo muito distantes da temperatura
ambiente. A temperaturas geralmente bem mais baixas, podem ocorrer efeitos novos, tais
como a supercondutividade, o desaparecimento brusco da resisténcia abaixo de uma tem-
peratura critica (Seg. 6.6).

A resistividade varia por muitas ordens de grandeza conforme a natureza do
material, sendo casos extremos os bons condutores, como o cobre, € isolantes como o
quartzo, cujas resistividades diferem por fatores > 10%° !

. p a 20°C o
Material em Q — m o (a 20°C)
Cobre 1,7 x 1078 ~4 x107?
Prata 1,6 x 1078 ~4 x 107}
Metais 1 Aluminio 2.8 % 10 ~4 %1077
Ferro 10 % 10'8 ~5a6x107°
L Chumbo 22 x 1073 ~4 % 107°
Silicio ) "
e ~3 x 10 ~=7 % 10
o puro o« <0
Germanio ~ 10 ~=-5x107?
Vidro ~10' a 10"
Quartzo 16
fundido =
[solantes <
Papel ~10% a 10"
Borracha ~ 10
k dura
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6.4 Modelo cinético para a lei de Ohm

Embora modelos microscdpicos para a origem de constantes materiais devam
basear-se na mecénica quantica, é ttil ter uma idéia qualitativa da origem da lei de Ohm,
ainda que com base na fisica cldssica, da mesma forma que é util construir um modelo
microscépico de um géds na teoria cinética dos gases, com base na mecnica cldssica.
Entretanto, é preciso estar sempre consciente das limitagdes de um tal modelo (cf. Seg. 6.5).

Vimos que uma corrente de 1A corresponde a passagem de ~ 10 ' elétrons por
segundo através da sec¢fo de um fio condutor. Num metal como o cobre, um elétron por
dtomo (elétron de valéncia) estd muito fracamente ligado ao resto do d4tomo e "perambula”
pela rede cristalina, o que levou a idéia de "elétrons livres” como portadores de carga na
corrente de condugdo metdlica.

Densidade do cobre : 892 g fem? 1.9 de moles /cm’® = 8,92
Massa atdmica do cobre = 63,5 = 1mol = 63,5g| 63,5
Niimero de dtomos/mol = A = 6,02 x 10%
ndmero dcaatomos — 6,02 %1023 x 2,;)2 ~8,5%10%2
CIm 15
ou seja,
n = 8,5 x 10?®clétrons / m*, para o cobre (6.4.1)

Logo, os nimeros de portadores com que estamos lidando sdo da mesma ordem
que ndmeros tipicos da teoria cinética dos gases, e esperamos aqui também que grandezas
macroscGpicas como a corrente e a condutividade tenham’ de ser obtidas por métodos
estatisticos, a partir de valores médios de grandezas microscépicas. Podemos pensar num
"gds de elétrons livres" contido num "recipiente”, que é o material condutor.

Nesse caso, em que hd um unico tipo de portadores, de carga (—e ), a expressio
para a corrente ficaria

FP— (6.4.2)

onde < v > € o valor médio da velocidade adquirida pelos elétrons sob a agdo do campo
E. A lei de Ohm resulta se < v > for proporcional a E.

A primeira vista, isso parece peculiar, pois poderfamos pensar que a aceleragdo
média, e ndo a velocidade média, fosse afetada pela forga externa ¢E. Entretanto, conhe-
cemos na mecinica um caso em que aparece uma velocidade proporcional a uma forga
externa constante: é 0 movimento de uma particula num meio viscoso, com atrito interno
proporcional 2 velocidade (por exemplo, a queda livre de uma bilha num liquido viscoso).
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Nesse caso, para um valor bem definido da velocidade, a resisténcia de atrito compensa
exatamente a forga externa, e esta velocidade terminal (proporcional A forga externa) se
mantém constante.

Se estimdssemos classicamente (sabendo de antemdo que o resultado nio é con-
fidvel) a velocidade quadritica média de agitagdo térmica dos elétrons A temperatura
ambiente T, obteriamos

1 3 3kT 3x(1,38 x107%) x 300
PRt LE M z\/ ( 9,1><10-“) 5

ou seja,

Vm = \/@ =1,17x10°m /s (6.4.3)

Efetivamente essa estimativa nfio é correta: a mecinica quintica d4 para os elétrons de
condugdo no cobre uma velocidade térmica tipica uma ordem de grandeza maior, a velo-
cidade de Fermi ve = 1,57 x 10°m/s A temperatura ambiente (Seg. 6.5).

~

Por outro lado, estimemos a velocidade < v> associada a corrente, para uma
corrente de 1A num fio de cobre de 2 mm de raio:

.0 1A _ 1C/s
I S T Ax4ax10°m? - 126 %10~ m?

~8><10“—(-:2—-
m-s

10% C
=ne () = 85X —x 1,6 X10™°C () ~ 1,36 x 10'* = ()
m m
0 que d4
(v) = 6x10‘6?= 0,006 mm /s ~ 2 cm / h!

ou seja, a velocidade média adquirida sob a agdio do campo é, tipicamente, mais de dez
ordens de grandeza menor do que a velocidade tipica de agitagdo térmica.

Podemos comparar a situagdo 2 de um enxame de abelias voando rapidamente
em todas as dire¢Ses e sendo arrastado muito devagar por uma brisa suave.

Dado o elevado valor de n e de v,,,, deve haver um nimero extremamente ele-
vado de colisdes por segundo, levando a variages de momento por colisdo muito
superiores a m, <v>, a magnitude média do momento devida 4 acdo do campo.
S¢ T € 0 intervalo de tempo médio entre duas colisées, este momento adquirido é
dado por — e E< 1> (pois a dnica forga que atua sobre o elétron entre duas colisdes
¢-¢E), o que d4 '
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n(0 =) | ()=-SE)

Pela (6.4.1), resulta

Jj= n— (1) E
que € a lei de Ohm, com
82
6=n o {t) (6.44)

Para o cobre a 20°C, temos, pela (6.4.1) e pela tabela da Secdo 6.3,

2
(16x1071) o
= == = — 57— \T

p 17x1078 —— 91x1073!
e 9,1x107%!
17%8,5%(1,6)* x10718

s { (t)=2,5x1071%

O livre caminho médio entre duas colisdes € dado por

() = vplz) ~ 1,57 x 105 x 2,5 1074 m = 39x1078m = 390 A

0 que equivale a ~ 107 espagamentos entre os 4tomos na rede cristalina (para o cobre, 0
espacamento é de 2,6A). Por conseguinte, a imagem cldssica de que as colisGes respon-
séveis pelo "atrito" (resistividade) do meio seriam colisdes entre os elétrons livres e 0s
fons Cu* da rede, ndo funciona: a rede é muito mais "transparente” aos elétrons do que
seria previsivel nesta imagem cldssica (note que uma colisdo aqui nfio corresponde ao
choque de bolas de bilhar, mas ao espalhamento dos elétrons pelos fons, levando a mu-
dangas de dire¢do).

Outro defeito grave do modelo cléssico de elétrons livres, jd comentado no curso
de termodinimica (Fisica Bdsica 2, Seg. 1.5), é que cada elétron livre tem 3 graus de
liberdade de translagio, devendo portanto, pelo teorema de equiparti¢éo da energia, existir
uma contribuigio dos elétrons livres de 3/2 R ao calor especifico molar. Essa contribui-
¢do, que se somaria aos ( 6/2 ) R = 3 R da lei de Dulong e Petit, ndo € porém observada.

A prépria idéia de que os elétrons possam ser tratados como livres, confirmada
pela "transparéncia” da rede cristalina ao seu movimento encontrada acima, € incompreen-
sivel classicamente, pois esperarfamos que seu livre caminho médio fosse da vrdem do
espacamento entre os sitios da rede, e nio duas ordens de grandeza maior.
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Conforme haviamos antecipado, essas dificuldades sdo sintomaticas da impossi-
bilidade de tratar pela fisica cldssica propriedades de meios materiais que dependem de
sua estrutura microscépica. Para tratd-las, é indispensdvel empregar a fisica quéintica.

6.5 Propriedades ondulatérias dos elétrons

Uma introdugio a fisica quéntica serd objeto do préximo volume deste curso
(Fisica Bdsica 4). Entretanto, vamos antecipar aqui, de forma apenas qualitativa, alguns
resultados que serdo tratados mais tarde com maior detalhe.

Até o final do século passado, acreditava-se que as propriedades da luz haviam
sido bem explicadas pela teoria ondulatéria, especialmente depois que Maxwell identifi-
cou a luz com ondas eletromagnéticas.

Entretanto, isso levava a graves dificuldades quando se procurava explicar o es-
pectro da radiag@io emitida por um corpo aquecido (sabemos que um corpo incandescente
se torna luminoso, e que a cor predominante na luz emitida varia com a temperatura).
Foi para sobrepujar essas dificuldades que Max Planck introduziu em 1900 sua "hip6tese
dos quanta”, segundo a qual a energia da radiagio eletromagnética de freqiiéncia v emitida
ou absorvida por um corpo aquecido nfo poderia variar continuamente, mas somente por
mdltiplos inteiros de um “quantum de energia".

E=hv (6.5.1)

onde 4 € uma nova constante universal, a constante de Planck,

h=66x10"].s (6.5.2)

-

Diz-se que a energia da radiacfio é ”quantizada "

Em 1905, Albert Einstein mostrou que era possivel explicar o efeito fotoelétrico
(o fato de que a luz ultravioleta .ejeta elétrons quando incide sobre um metal) empregando
uma hipdtese ainda mais arrojada que a de Planck, a de que a radiag@o eletromagnética
de freqliéncia v consiste de "quanta” de energia hv, depois chamados de fétons, compor-
tando-se como particulas. Era de certa forma um retorno a uma teoria corpuscular da luz,
mas convivendo com propriedades ondulatérias, como se vé pela prépria relagdo
E = hv, onde v é a freqiiéncia de uma onda.

Essa relagdo entre energia e freqiiéncia da luz foi empregada por Niels Bohr em
1913, no seu modelo do dtomo de hidrogénio, levando a uma explicacdo do espectro deste
elemento.

Em 1923, o fisico francés Louis de Broglie sugeriu que o duplo cardter, on-
dulatério e corpuscular da luz, deveria ser uma propriedade de toda a matéria. Assim,
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particulas como os elétrons deveriam também ter propriedades ondulatorias. Por analogia
com os resultados de Einstein para os fétons, de Broglie propds que existisse uma relagéo
entre 0 comprimento de onda A da onda associada a um elétron livre e a magnitude p do
momenio deste elétron:

r= (6.5.3)
P

onde A chama-se comprimento de onda de de Broglie do elétron.

A hipétese de de Broglie foi comprovada experimentalmente entre 1925 e 1927,
através de experiéncias de difrag@o de elétrons (difragiio é um efeito tipicamente ondula-
tério, que também serd estudado posteriormente: cf. Fisica Bdsica 4).

Sabemos que ondas cldssicas confinadas numa certa regido do espago sdo
fortemente afetadas pelas condigdes na fronteira desta regido (condigcdes de contorno).

Assim, por exemplo, uma corda vibrante 1;‘3 _!
presa nas extremidades (fig. 6.6) s6 pode 2 3
oscilar em um conjunto discreto de mo- T2t
dos normais de vibragdo (Fisica Bdsica 27272
2, Se¢. 5.7), cujos semi-comprimentos de

=/

onda sio submiltiplos inteiros do compri-

mento [ da corda:
Figura 6.6 Modos de vibragdo

?\=21

"

(n=1,2,3.) o (6.5.4)

Vimos que valem resultados andlogos para ondas confinadas em mais dimensdes, por
exemplo, num tubo de 6rgdo ou cavidade acistica ressonante.

Estendendo esse resultado a um elétron confinado em uma dimensdo, terfamos,
pela relagdo de de Broglie, que o momento do elétron s6 pode assumir os valores

1

7 (n=1,2,3..) (6.5.5)

=i£=in
pn A

correspondendo s energias ( E = p*>/2m para um elétron livre, onde m é a massa
do elétron).

2
E = pron . (h=123.) (6.5.6)
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ou seja, obtemos quantizagdo da energia (niveis de energia discretos) como conseqiiéncia
do confinamento das ondas de de Broglie associadas ao elétron.

Esse € um resultado geral: particulas quénticas confinadas tém niveis de energia
discretos, ou, como se diz também, um espectro discreto de energia. Isso se aplica, em
particular, a um elétron confinado num 4tomo ou molécula. Também se aplica a fétons
confinados dentro de uma cavidade metélica, como uma cavidade ressonante de micro-
ondas, por exemplo.

Entretanto, a teoria quantica mostra que hd uma diferenca bdsica entre fétons e
elétrons. Nada impede que exista um nimero arbitrariamente grande de fétons num mes-
mo estado qudntico, no mesmo nivel de energia. Assim, por exemplo, uma onda eletro-
magnética dentro de uma cavidade de microondas pode conter ~ 10%° fétons, todos no
mesmo modo da cavidade (o andlogo de uma configuragiio da corda vibrante com um
dado valor de n no exemplo acima).

Para elétrons, porém, isso ndo vale. Wolfgang Pauli formulou em 1925 o princi-
pio de exclusdo, segundo o qual ndo pode haver mais de um elétron ocupando um dado
estado qudntico. O estado quéntico de um elétron, porém, ndo é especificado somente
por varidveis como a energia, mas inclui também a orientagio do seu spin (um momento
angular intrinseco do elétron), varidvel quintica que pode assumir dois valores opostos,
como T e |. Assim, dois elétrons de spins opostos podem ocupar 0 mesmo nivel de
energia.

Imaginemos, para simplificar, que se tenha uma amostra de um metal sob a forma
de um cubo de aresta L, e vejamos quais sdo os efeitos, sobre o espectro de niveis de
energia dos elétrons livres nesta amostra, do fato de estarem confinados a ela, levando
em consideragd@o o principio de Pauli. Inicialmente, nfio consideraremos o efeito da tem-
peratura, supondo que a amostra estd a temperatura 7 = 0 (na escala K); seja N o niimero
fotal de elétrons livres na amostra.

Devido ao confinamento, as componentes (p,, p y» Pz ) do momento p do elé-
tron s6 variardo por valores disc;etos, da ordem de h /L, como na (6.5.5), de forma que
um nivel de enersia eletrOnico dcupa um volume

Y K
Apx Apy Apz = (z) = 7 (657)

no “espago dos momentos” (o espago de coordenadas p,, p y»P:),onle V=L¢o
volume da amostra.

Pelo principio de Pauli, s6 podemos acomodar dois elétrons (de spins opostos) nesse
nivel. Por outro lado, a temperatura T = 0, queremos minimizar a energia total dos elétrons,
que € a soma de suas energias cinéticas, colocando os pontos ( p, , Py, D) representativos
de cada elétron tdo préximos da origem (p, = p, = p, = 0) quanto possivel.
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Figura 6.7 A esfera de Fermi

é o numero total de elétrons livres contido na amostra.
O momento pr chama-se momento de Fermi.

A relagdo acima da

3 N 3n
32 N -
Prege v ! { h[SnJ‘

onde n = N/V é a densidcde volumetrtca de elétrons livres.

O melhor que podemos fazer, dada a li-
mitagio acima, é situd-los, em células de
volume A’/ V cada uma, com 2 elétrons
em cada célula, dentro de uma esfera de
raio pr com centro na origem (fig. 6.7),

(6.5.8)

(6.5.9)

Fara o cobre, vimcs na (6.4.1) que n = 8,5 X 1028 elétrons/m”. Logo, a velo-

cidade de Fermi,

onde m é a massa do elétron, € dada por

h(3nY? 66x107*( 3 WY
VF”?E(?ET = o T 1o T (B X8SX10% | m/s

o que da

v = 1,57 x 10° =
S

o valor citado na Se¢. 6.4.

(6.5.10)

(6.5.11)

A energia mdxima dos elétrons livres a temperatura T = 0 € a energia de Fermi,

dada por

o

Pr.
2m

(6.5.12)
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0 que, para o cobre, da

1
Ep=5x91x107" x(1,57)° x1012 T =11,2x10719]

ou, medindo-a em eV (1 eV = 1,6 X I | ),

E.=7¢eV (6.5.13)

Convém comparar esse resultado com a energia térmica média & temperatura ambiente,
dada por

1
% (1,38) 1072 x 3007 = 6,21 x1072'] = 0,04 eV = o eV (6.5.14)

B w

3
5kT=

Vemos que Er € duas ordens de grandeza maior, o que é consistente com o resultado uma
ordem de grandeza maior para vr, em relag@o a velocidade quadratica média classica de
uma particula em equilibrio térmico a 7 = 300 K.

Podemos assim ter uma idéia de como € a distribuigéo de energia dos elétrons livres
a temperatura 7 = 0, e de como ela evolui com a temperatura. Como N é um nimero da
ordem do nimero de Avogadro, o intervalo de energia entre dois niveis consecutivos € muito
pequeno, de modo que podemos tratar a energia E como uma varidvel "quase-continua”.

an Seja ng o nimero médio de elétrons no
E

nivel de energia £ com uma dada orien-

tacdo do spin: 0 £ ng £ 1, e cada nivel
acomoda no maximo dois elétrons de

o -E spins opostos. Para T = 0, ng tem o as-

Er - pecto da fig. 6.8: todos os niveis com

Figura 6.8 Distribuigio de Fermipara T=0 . £ < Er estdo ocupados (cada um por um

- par de elétrons), e todos os niveis com

E > Er estdo vazios. A distribui¢do da fig. 6.8 é a distribuicdo de Fermi para T = 0,

vemos que € totalmente diferente da distribui¢fio cldssica de Maxwell-Boltzmann para um

gds de particulas livres (Fisica Bdsica 2, Se¢. 12.2). Embora seja T = 0, os elétrons se

movem em todas as dire¢des com velocidades varidveis de O a vr (preenchendo a esfera
de Fermi no espago dos momentos).

Que acontece para T > 0?7 A energia térmica média ganha por cada elétron é
~kT, que, como vimos, é << Er & temperatura ambiente. Os elétrons com energia
< Er = kT ndo podem passar do nivel onde estiio a niveis k T acima, porque todos estes
niveis jd estdo ocupados (principio de Pauli). S6 elétrons numa "casquinha” de espessura
~kT abaixo da superficie de Fermi podem ser "promovidos" a niveis superiores, de

energia > Er , porque sO estes estio vazios.
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ne Logo, o aspecto da distribuigz'io de Fermi
para T > 0, tipicamente, é o que estd re-
presentado na fig. 6.9, com um ligeiro ar-
redondamento do degrau e uma pequena
cauda de elétrons ocupando niveis de

. energia E > Er, e deixando "lacunas”

o E E
i desocupadas dentro de uma faixa de es-
Figura 6.9 Distribuicdo de Fermi para T> 0 pessura ~ k T abaixo* de Er .

Como somente uma fragio ~k 7/Er dos elétrons é excitada a niveis
mais altos, o acréscimo na energia interna devido ao aquecimento ¢
~ k T - (kT/Er) = (kT)/Er, e o calor especifico eletrdnico por mol é menor do que
— R por um fator ~ k T/ Er, sendo pois desprezivel & temperatura ambiente, o que explica
1med1atamente por que os elétrons livres ndo contribuem ao calor especifico do metal.

O principio de Pauli tem outra conseqiiéncia extremamente importante. Até aqui,
tratamos os elétrons como particulas livres, confinadas dentro do volume L? do metal
(esquecendo inteiramente do resto da rede cristalina, cujo efeito discutiremos abaixo).
Mas estamos desprezando também os efeitos da interagiio coulombiana repulsiva entre os
elétrons, que deveriam levar suas trajetérias a se desviarem umas da outras (colisdes).
Quando dois elétrons de momentos iniciais p; € p: colidem, deveriam passar a ter momentos
finais p’| e p’» diferentes dos iniciais. Mas, em geral, os estados associados aos momentos
P e p’2 j estardio ocupados por outros elétrons, de forma que o principio de Pauli proibe
a colisdo. Assim, a interagdo entre os elétrons é fortemente inibida pelo principio de Pauli,
0 que contribui para justificar o tratamento dos elétrons como se fossem livres.

6.6 Espectro de bandas:
condutores, isolantes e semlconduiores

Vejamos agora qual é o efeito exercido sobre os elétrons de valéncia (um elétron por
4tomo, no caso do cobre), devido a todo o resto da rede cristalina na qual se movem, formada
pelos "fons" de cobre (dtomos despidos do elétron de valéncia, com carga efetiva +e).

Quando um elétron se desloca ao longo

t T t t t . . .
! : : | : de uma fileira de "fons", o potencial sen-
| : ! . tido por ele tem o aspecto da fig. 6.10:
. ele é atraido pela interagdo coulombiana,

Figura 6.10 Potencial devido & rede . Wo oy pe
para as posi¢cdes + dos "fons” (sitios da
rede).

= Na realidade EF é definido, para T > 0, como a energia para a qual #£ se torna = 1/2, de modo que EF também

varia ligeiramente com 7, mas essa variagio ¢ desprezivel 4 temperatura ambiente.
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Uma caracteristica basica desse potencial é a sua periodicidade espacial em
3 dimensdes, que € a periodicidade da rede cristalina. Ela dd origem a um efeito que,
de novo, € tipicamente ondulatério: a existéncia de faixas do comprimento de onda
que ndo podem propagar-se através da estrutura — intervalos onde a propagagdo €
proibida. Esse efeito é encontrado na propagagio de quaisquer tipos de ondas (inclu-
sive na fisica cldssica) em quaisquer estruturas periddicas. Um exemplo (filtros) serd
visto mais adiante (Se¢. 10.9).

Devido a relag@o de de Broglie, o comprimento de onda, na fisica quintica, estd
relacionado com a energia das particulas, de forma que os intervalos proibidos sio aqueles
onde ndo podem existir niveis de energia dos elétrons.

Daf resulta que os estados quanticos dos elétrons na rede cristalina, além de
discretos (devido ao confinamento no interior do metal), agrupam-se em bandas ou faixas

de energia, separadas por intervalos proibidos, que ndo contém niveis. Diz-se que os
elétrons tém um espectro de bandas.

Com base nesse resultado e no principio

de Pauli, podemos entender a origem das
l diferencas entre isolantes, condutores e

Proibido & semicondutores.

T Num isolante tipico, as bandas de energia
mais baixas tém seus niveis fotalmente

Proibido preenchidos pelos elétrons (2 de spins

opostos em cada nivel, de conformidade

com o principio de Pauli). O nivel mais

Figura 6.11 Bandas de energia num isolante alto preenchido estd separado do nivel

- mais baixo da camada seguinte por um

intervalo proibido de largura E, (fig.-6.11). Para isolantes tipicos, E, € da ordem de
alguns eV. ‘

A distribui¢iio estatistica dos elétrons sobre os niveis de energia, quando estdo
em equilibrio térmico 2 temperatura T, é bastante diferente na fisica quintica do que seria
classicamente, como vimos para a distribui¢do de Fermi com T = 0. Entretanto, ainda tem
importdncia decisiva o fator de Boltzman e E/*T onde E é a energia e k a constante de

Boltzman (Fisica Bdsica 2, Seg. 12.2).

Assim, a probabilidade de que um elétron consiga, por excitagio térmica, transpor
ointervalo de largura E, entre a banda mais alta preenchida (chamada banda de valéncia)
¢ a mais baixa contigua, vazia (chamada banda de condugdo) resulta ser da ordem de

p~ &t/ ErT) (6.6.1)
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Como vimos, kT ~ 1/40eV a temperatura ambiente (T = 300K). Logo, para
E, ~5eV,temos p ~ ¢ '™~ 107", 0 que é praticamente desprezivel. Assim, num iso-
lante, os elétrons permanecem ligados aos sitios da rede, ndo havendo portadores de
corrente disponiveis. Daf porque a resistividade de um bom isolante pode ser até ~ 10
vezes maior que a de um bom condutor.

gl Num metal tipico, a banda mais elevada
onde ha elétrons encontra-se apenas par-
cialmente preenchida (fig. 6.12), até uma

Proibido energia Er que corresponde ao nivel de

E, Fermi, para T = 0.
Para T > 0, a energia térmica
Proibido ~ k T é suficiente para excitar os elétrons

na vizinhanga de Er a niveis contiguos
desocupados; estes sdo os elétrons livres,
de velocidade ~ vy, que podem servir

Figura 6.12 Bandas de energia num metal
como portadores da corrente.

Que acontece se aplicarmos um campo elétrico ao metal? O resultado obtido no
modelo de Drude, de que a condutividade ¢ ¢ diretamente proporcional ao tempo livre médio
< T> entre duas colisdes, permanece vdlido na teoria quintica. Mas o conceito de colisfo ¢
profundamente modificado quando levamos em conta as propriedades ondulatdrias do elétron.

Para uma onda, uma "colisdo" com um obsticulo perturba sua propagagio e
resulta na geracdo de ondas espalhadas em todas as diregSes. E o que acontece com
as ondas eletromagnéticas da luz solar ao atravessar a atmosfera da Terra: a luz que
recebemos do céu € luz solar espalhada (para ver luz direta, teriamos que olhar na
direcido do Sol).

Mas, numa rede cristalina perfeitamente periddica, as ondas de de Broglie dos
elétrons livres propagam-se livremente, (adaptando-se a periodicidade, o que leva a uma
"massa efetiva” para o transporte da corrente), sem produzir espalhamento. Assim, num
cristal perfeito ideal, teriamos < T> —> oo ¢ por conseguinte G — oo : ele seria um con-
dutor perfeito, de resistividade nula!

Entretanto, mesmo no limite de temperatura 7 — 0, nenhum cristal real possui
uma rede cristalina perfeita: sempre existem defeitos e impurezas que espalham as ondas
eletrOnicas e ddo origem a uma "resistividade residual” po, > 0.

Para T > 0, os fons da rede vibram em torno das suas posi¢des de equilibrio,
contribuindo para o espalhamento dos elétrons e para a resistividade. Essa contribuigio
cresce com T, explicando o crescimento de p com 7. As vibragdes da rede estdo associa-
das com ondas sonoras, que na teoria quintica correspondem a fénons, de modo que esta
contribui¢@o estd associada 2 interagiio entre elétrons e fonons. Conforme veremos abaixo,
esse é o mecanismo de dissipagdo de energia associado ao efeito Joule (geragio de calor
pela passagem da corrente), que discutiremos na Seg¢. 6.7.
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P Para temperaturas suficientemente baixas,
da ordem de alguns graus K, diversos ma-
teriais tornam-se supercondutores. Esse
fendmeno foi descoberto em 1911 por
Kammerlingh Onnes, em Leiden, quando
estudava a variagdo com T da resistivida-
de do mercirio. Baixando T, verifica-se
que, a uma temperatura critica T, (para
Hg, tem-se T, = 4,15 K), a resistividade

o

0 T, T cai abruptamente para zero (fig. 6.13),
permitindo obter correntes persistentes,
Figura 6.13 Resistividade do merctirio que podem manter-se pOr tempos muito

em baixas temperaturas .. -
longos, sem dissipagio.

O mecanismo responsdvel pela supercondutividade permaneceu um mistério até
1957, quando foi elucidado (nos casos até entiio conhecidos) por Bardeen, Cooper e

eu 0 Prémio Nobel. Ele resulta também de uma interacfio entre

Schrieffer, o que lhes valeu
elétrons e a rede (f6nons).

Um elétron tende a atrair para si os ions positivos, deformando ligeiramente a rede em
tomo dele. Um segundo elétron tende a ser atraido para essa regifio mais positiva. Em circuns-
tincias apropriadas, essa atracdo efetiva entre dois elétrons liga um ao outro, de tal forma que
s requer uma energia minima para dissociar este par de elétrons ("par de Cooper™"). A baixas
temperaturas, a energia térmica ndo € suficiente para dissocid-los, € eles se tornam insensiveis
a colisdes, permitindo transportar corrente "sem atrito" (com p = 0).

Até recentemente, s6 se conheciam substincias em que 7, era no maximo
~20K, mas, a partir dos trabalhos de K. A. Miiller e J. G. Bednorz, que lhes proporcio-
naram o Prémio Nobel de 1987, vem sendo desenvolvida uma nova classe de supercon-
dutores, com T, elevado, aproximando-se cada vez mais da temperatura ambiente, com.
grande potencial de aplicagdes. Entretanto, o mecanismo da supercondutividade nesses
novos materiais ainda ndo foi bem elucidado.

E E ' Finalmente, num semicondutor intrinseco
(material puro), a baixas temperaturas

(T — 0), a situagdo € andloga a de um
isolante, com a banda de valéncia toda

m ==
t
'

Proibido Proibido

preenchida e a de condugio vazia, mas o

—*
]
]

— intervalo E, que separa uma da outra é
Proibido Proibido relativamente pequeno, da ordem de
0,5 eV [fig. 6.14(a)].

Assim, a temperatura ambiente,

@T=0 (b)T>0

Figura 6.14 Espectro de bandas em semicondutores e ke (247) _ e 10~ 5%1075
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0 que implica numa fragdo significativa dos elétrons termicamente excitada para a banda
de condugdo [fig. 6.14(b)]. Isso leva a condutividades tipicas & temperatura ambiente pelo
menos 10'° vezes maiores que as dos isolantes.

Como o fator de Boltzmann é extremamente sensivel & temperatura, é ele que
produz o efeito dominante sobre a resistividade. Com o aumento de 7, aumenta rapida-
mente a densidade n de portadores de corrente, € G cresce com n [cf.(6.4.4)].

Isso explica por que ¢, o coeficiente de temperatura da resistividade, é negativo
para semicondutores (tabela da Se¢. 6.3). E verdade que quando T aumenta, também
diminui, como no caso de um metal, o tempo livre médio < T > entre colisdes, o que atua
em sentido inverso. Entretanto, o efeito da varia¢@o de n com T é bem mais forte (devido
a exponencial) e predomina.

Quando um elétron (carga — e ) é excitado da banda de valéncia para a de con-
dug@o, ele deixa na banda de valéncia uma lacuna ("buraco") de carga + e . Ao aplicarmos
um campo elétrico, as lacunas também se deslocam, em sentido oposto ao dos elétrons,
contribuindo para a corrente.

A fig. 6.15 explica como isto ocorre.
Quando uma lacuna (a) se move para um
(a)# e e e e o e e e sitioaesquerda (b), o efeito é o mesmo
(b)e e o‘% e e e e queseo clétron que estava nessa posigio
(©) ¢e——eo se tivesse deslocado para a direita (c),
ocupando o lugar da lacuna. Assim, tan-

Na prética, ttm grande importincia os semicondutores extrinsecos, dopados com
impurezas, por exemplo, germénio dopado com boro ou arsénio. O Ge é tetravalente (tem
4 elétrons de valéncia, que ligam cada Ge com Seus 4 vizinhos na rede). Se introduzirmos
numa rede de Ge uma impureza de As, que é pentavalente, o quinto elétron do As fica

muito fracamente ligado, ocupando um
nivel de energia (fig. 6.16) situado pouco
e— abaixo da banda de condugado. Logo, uma
energia de excitagio térmica é suficiente
para transferi-lo & banda de condugio.
Diz-se que a impureza é doadora, € o se-
micondutor dopado € de tipo n (portador

Figura 6.16 Impureza doadora de carga negativo).
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Ja se a impureza € trivalente, como o B,
fica faltando um elétron de valéncia no

sitio por ela ocupado para efetuar a liga-
¢do com os sitios vizinhos. Uma pequena

— energia de excitagdo ¢ suficiente para que
um elétron da banda de valéncia do Ge se

) transfira para o B, deixando uma lacuna
Figura 6.17 Impureza receptora a .

portadora de carga na banda de valéncia.
Aqui, a impureza € receptora (fig. 6.17), e o semicondutor & tipo p (portadores positivos).
Jungdes p—n tem propriedades de retificagdo, e jungdes p—n—p ou n—p—n sdo a base dos
transistores.

6.7 O efeito Joule

Para transportar uma carga dg através de uma diferenga de potencial V (por
exemplo, de um ao outro eletrodo da bateria), é preciso fornecer-lhe uma energia
(dg) V. Logo, para manter uma corrente i = dg/dr durante um tempo dt através de V,
€ preciso fornecer uma energia

dW ={id1) vV

0 que corresponde a uma poténcia (energia por unidade de tempo)

aw

= =iV (6.7.1)

Parai= 1A e V = 1V, resulta P = 1W (watt).

Para uma corrente num trecho d! de um condutor de secgio S, no qual a queda
de potencial é dV, temos ‘

% ]
szi%dl::idlE=del-E=j‘Edv

onde dv = Sdl é o volume do elemento de condutor considerado, ¢ j é paralelo a E.
Logo, a densidade de poténcia (poténcia por unidade de volume) é

dapP
E R 6.7.2)
- J'E (

Para um condutor 6hmico, com j = 6 E, isto d4

££=0E2=£
c

T (6.7.3)
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Que acontece com essa poténcia? Como em outros processos onde hd atrito, ela € dissi-
pada sob a forma de calor (por exemplo, num chuveiro elétrico), podendo também pro-
duzir radiagdo térmica visivel, como no aquecimento ao rubro da resisténcia de um aque-
cedor ou fogdo elétrico.

Em termos da resisténcia R do condutor, fica

2

(6.7.4)

Essa conversdo de energia elétrica em calor é conhecida como efeito Joule: foi descoberta
por Joule no decurso de suas experiéncias sobre o equivalente mecinico da caloria.

Em termos microscdpicos, o calor corresponde a energia de vibrag@o da rede,
resultante da interagdo elétron-fénon. O "atrito" transfere energia da corrente para os

fénons.
P <
w

A passagem de uma corrente i através de uma queda de voltagem (tensdo) V gera,
por unidade de tempo, uma energia iV. Essa energia elétrica pode ser convertida em outras
formas de energia: mecinica, se a corrente for usada, por exemplo, para alimentar um
motor de corrente continua; térmica, se for usada para aquecimento, através do efeito
Joule, etc.. Os "medidores de luz" das companhias de fornecimento de eletricidade, re-
gistram o trabalho fornecido, em kW h.

De onde vem essa energia necessiria para manter a corrente estaciondria? A
primeira vista, poderfamos pensar, com base na lei de Ohm, j = ¢ E (onde j € constante,
de forma que E nio varia com o tempo), que a corrente pudesse ser mantida por um
campo eletrostdtico ao longo do condutor. '

Entretanto, é ficil verificar que isso nfio seria possivel. Com efeito, vimos, como
conseqiiéncia da lei de conservagdo da carga (equagdo da continuidade) que, para uma
corrente estaciondria, div j = 0, de forma que as linhas de corrente sdo fechadas. Mas
pela lei de Ohm, isso implicaria que as linhas de for¢a de E também teriam de ser
fechadas, o que é incompativel com um campo eletrostdtico, para o qual
¢ E - dl = 0 ao longo de qualquer curva fechada C. Concluimos que sdo necessdrias
ch)rgas ndo-eletrostdticas para manter uma corrente estaciondria.

Historicamente, a descoberta do primeiro mecanismo capaz de manter correntes
estaciondrias foi devida ao fisico italiano Alessandro Volta, em 1800. Investigando efeitos
de contraciio muscular de patas de rds, sob a agio de descargas elétricas, que jd haviam
sido observados em 1780 por Galvani, Volta descobriu que, quando dois discos de metais -
diferentes, como cobre e zinco, estavam separados por um disco de pano ou papelio f
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umedecido, de preferéncia com 4gua salgada, ou acidulada, aparecia uma diferenca de
potencial entre o cobre € o zinco. Era possivel amplificar essa diferenga empilhando v4rios
"sanduiches” desse tipo. Essa "pilha voltaica" foi a primeira bateria, produzindo correntes
estaciondrias gragas a conversio da energia oriunda de reacées quimicas produzidas nos
terminais de cobre e zinco. A origem dessa energia quimica é explicdvel pela fisica
quintica.

Podemos representar o efeito ndo-eletrostitico que ocorre dentro da bateria, ge-
neralizando a lei de Ohm para

i=o(E+E“) (6.8.1)

onde E(¢ corresponde a um "campo elétrico equivalente" que s existe, neste exem-
plo, dentro da bateria, ¢ é chamado de "campo impresso”. E‘°) representa a forga, por
unidade de carga, que é impressa sobre os portadores da corrente, € que tem origem
ndo-eletrostdtica.

Um dos exemplos mais simples ¢ uma solugdo diluida, digamos de HCI, em que
hd dissociagdio em fons H' ¢ C1~, e na qual existe um gradiente de concentragdo, ou seja,
o ndmero n de fons por unidade de volume (que tomamos igual para as duas espécies,
n+ = n. = n) varia com a posig¢do. Por exemplo (fig. 6.18), a concentragdo é maior do
lado esquerdo do que do lado direito da solugfio. Sabemos que, nesse caso, grad n estd
dirigido da direita para a esquerda (méximo aclive).

Vai ocorrer entdo um processo puramente mecénico de difusio, facilmente com-
preensivel em termos da teoria cinética: a agitag@io térmica leva mais fons de concentragio
maiores para menores do que em sentido inverso. Esse efeito tende a uniformizar a
concentragdo, levando a uma densidade de corrente de particulas dada pela lei da difusdo

g=-D gradn (6.8.2)

onde g € a densidade de corrente de particulas e D chama-se o coeficiente de difusdo. O
sentido de g, no exemplo acima, seria da esquerda para a direita — inverso ao do grad n.

Entretanto, os fons H' (massa atdmica 1) sdo bem mais leves que os CI~ (massa
atbmica ~35,5), de modo que seu coeficiente de difusio D, é >> D_, o coeficiente
difusdo dos fons Cl~. O processo de difusiio tende portanto a acumular carga + 2 direita
¢ - & esquerda, criando um campo elétrico E, orientado da direita para a esquerda. Esse
campo também atua sobre os fons, que adquirem, sob a agiio dele e do atrito interno
(viscosidade) movendo-se através do fluido, velocidades terminais v constantes, propor-
cionais a forga elétrica F do campo. A constante de proporcionalidade p chama-se mo-
bilidade do fon:
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v=uF (6.8.3)

A corrente elétrica total resultante da agfio combinada de grad n e de E serd, com
F, =¢eE e F. = -¢E,

j = —e(D,—D.)gradn+ne (u, F, - u_¥) (6.8.4)

ou seja, com boa aproximag@o, considerando que a mobilidade | + também é>>U_,e
desprezando os termos pequenos,

j = —eD, grad n+ ne’u,E = o(E + E©) (6.8.5)

onde n e’ i, E representa a corrente éhmica nev no eletrélito e

(&) _Ds gradn D,
E'¢ = SR T grad (log n) (6.8.6)

é o campo impresso, de origem puramente cinética.
Serd atingido equilibrio quando o campo elétrico E, devido & acumulagio de fons
mais 2 direita, compensar exatamente o campo impresso devido ao gradiente de concentragao:

E = -E© (6.8.7)

Nessa situagdo ("circuito aberto") teremos j = 0.

b c
1 Consideremos, em equilibrio, uma curva
I O fechada C como a da fig. 6.18, e a inte-
E(e) + .
N gral sobre-C
E +
+

ésijn+ﬂ”)m (6.8.9)

-———w~~concentrag¢cao —X

Figura 6.18 Caminho de integragdo C

O campo E &, no equilibrio, um campo eletrostdtico, produzido pela distribuicio ‘
de cargas + e —, de forma que E # 0 dentro ¢ fora da solugéo, e

4E1ﬂ=0 (6.89)

Entretanto, E°) s6 é # 0 dentro da solugfio, e vem

1
6=§E@-m=j E€.dl (20 f
] - (= 0) (6.8.10)
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* . .
que se chama forga eletromotriz associada a curva fechada C.
Como E(*) = —E dentro da solugdo, temos também

1
é:-f E-dl=V, -V, (6.8.11)
2

ou seja, & € igual a diferenca de potencial em circuito aberto entre os pontos 1 e 2 (numa
bateria de 1,5V, tem-se & = 1,5V).

Podemos calcular & explicitamente no exemplo dado: tomando um eixo Ox da
esquerda para a direita, e supondo n = n(x),

1
1
&= _ D lgradn-dl = —D+J-(—i—lnndx
ey 2 n e —— el dx
dn 2
dx
[ 1
6= -2 ["(XI)J (6.8.12)
ety n(x,)

Se materializarmos o trecho externo a solugdo do circuito € por um fio condutor de
condutividade o, passard por ele uma corrente j = 6 E # 0, e teremos agora uma inten-
N . * %

sidade de corrente i dada por

6=V,-V, =V =Ri (6.8.13)

onde R € a resisténcia do fio condutor. _

Na realidade, ndo podemos desprezar a dissipagfio dentro da prépria bateria (so-
lugdo), que corresponde a uma resisténcia interna equivalente r. Assim, o diagrama de
circuito que representa essa situagio € o da fig. 6.19, e temos

*  Esteéonome tradicional, mas note que & ndio ¢ uma forga: tem as dimensdes de uma voltagem.

¥ Nio estamc. wvando em conta aqui os efeitos do contato entre o fio metélico e a solugdo (diferenga de potencial de
contato).
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= & (6.8.14)
R+r

i

de forma que a diferenga de potencial en-
tre os pontos 1 e 2 em circuito fechado €

R ~ =~
V=Rl=R+rG<G>

—~
o
[o 0]
—
h

~—

2 ) . e om e .
devido a resisténcia interna da bateria.

Figura 6.19 Circuito equivalente
de uma bateria

Note que as linhas de corrente de j sdo fechadas, como tem de ser para uma
corrente estaciondria. Fora da bateria, a corrente tem o sentido da queda de potencial
(de V, para V, < V), mas dentro dela é o inverso: a corrente vai de V; para Vi, e as
cargas ganham energia, devido ao campo impresso (gradiente de concentra¢io).

Podemos comparar a situagio com o escoamento de dgua dentro de uma canali-
zagio fechada (circuito). O fluxo de dgua € mantido por bombeamento: a bateria desem-
penha aqui um papel anilogo ao da bomba.

Existem muitos outros tipos de fem (= forga eletromotriz). Os efeitos que produ-
zem o campo impresso e a fem associada podem provir de reagdes quimicas nos eletrodos,
como numa pilha de lanterna ou bateria de automével, da conversdo de energia térmica
em elétrica, como num par termoelétrico (jungdes entre dois fios de metais diferentes
mantidas a temperaturas diferentes), de energia da radia¢do, como numa célula solar, etc.
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PROBLEMAS

1. Uma vdlvula diodo da era pré-transistor contém um par de placas planas paralelas de
espagcamento d, no vicuo. Estabelece-se entre elas uma diferenca de potencial V. Um feixe de
elétrons com 4rea de secgdo transversal A e de velocidade inicial vo € emitido a partir de uma das
placas (citodo) e acelerado até a outra (4nodo), produzindo uma corrente estaciondria de intensi-
dade i, (a) Calcule a velocidade v(x) de um elétron 2 distincia x do cdtodo. (b) Calcule a densidade
n(x) de elétrons no feixe como fungdo de x. Suponha que i é suficientemente fraco para que o
campo gerado pelos elétrons seja desprezivel em confronto com o campo acelerador.

2. Um cilindro metdlico carregado, de S cm de raio, desloca-se ao longo do seu eixo com
uma velocidade constante, de 10 cm/s. O campo elétrico radial produzido pelas cargas, na super-
ficie lateral do cilindro, é de 500 V/cm. Qual € a intensidade da corrente devida ao movimento do
cilindro?

3. A lampadinha de uma lanterna alimentada por uma bateria de 9 V tem um filamento
de tungsténio, cuja resisténcia a temperatura ambiente (20°C) ¢ de 4,5Q. Quando acesa, dissipa
uma poténcia de 1,5 W. Calcule a temperatura do filamento, sabendo que o coeficiente de tempe-
ratura da resistividade do tungsténio é o = 4,5 X 1072,

4. O campo elétrico médio na atmosfera, perto da superficie teirestre, € de 100 V/m,
dirigido para a Terra. A corrente média de fons que atinge a totalidade da superficie da Terra é
de 1800 A. Supondo que a distribui¢@o da corrente € isotrépica, calcule a condutividade do ar na
vizinhanga da superficie da Terra.

.

5. As placas de um capacitor plano de capacitincia C, preenchido com um dielétrico de
constante dielétrica «, estdo ligadas aos terminais de uma bateria, que mantém entre elas uma
diitreniga gk porencral ¥ & diefdinco ent uma conuunvidade o, o (ue produz umEd comernfde de
perda. (a) Calcule a resisténcia R do dielétrico como fung¢iio de C. (b) Mostre que o resultado
permanece valido para um capacitor cilindrico ou esférico. (¢) Vocé consegue demonst.ar que vale
em geral?

6. A condutividade de um cilindro de comprimento / e drea de secgdo transversal S cresce
linearmente com a distdncia, assumindo o valor 6¢ numa extremidade e 6, na outra. Calcule a
resisténcia total do cilindro.

7. Uma bateria de fem & e resisténcia interna r fornece corrente a um aparetho de resis-
téncia R. (a) Para que valor de R a poténcia fornecida é mdxima? (b) Para esse valor de R, qual
¢ a relagdo entre a poténcia fornecida e aquela dissipada na prépria bateria?
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8. Quando uma bateria de fem igual a 1,5 V fornece uma corrente de 1A a uma resisténcia
externa R, a tensdo medida entre seus terminais cai para 1,4V. (a) Qual é o valor de R? (b) Qual
¢ a resisténcia interna da bateria? (c¢) Qual € a taxa de conversio de energia quimica em energia
elétrica na bateria, por unidade de tempo, nessas condi¢des? (d) Qual é a poténcia convertida em
calor na resisténcia externa? (e) Qual é a perda de poténcia na bateria?

9. Um aquecedor elétrico de imersdo ligado a uma fonte de corrente continua de 110 V
demora 6 min para levar até a fervura 0,5 1 de dgua, partindo da temperatura ambiente de 20°C.
A intensidade da corrente é de 5 A. Qual ¢é a eficiéncia do aquecedor? (A eficiéncia é a porcen-
tagem da energia gerada que € utilizada no aquecimento da dgua).

10. Considere o exemplo visto na Se¢. 6.8 de uma solugdo idnica de HCl com um
gradie.ite de concentrag@o na diregéio x, em circuito aberto, em equilibrio térmico a temperatura 7.
(a) Usando os resultados obtidos, calcule a razdo n (x2)/n (x1) das concentra¢cdes de fons nos
terminais x; e xj, entre os quais existe uma fem &. (b) Identificando o resultado com o fator de
Boltzman exp [ -E/( kT )] , demonstre a relagdo de Einstein Dy /|l + = kT. (c) Para uma razio
de concentragdes n (x1}/n(x2) = 10, a temperatura ambiente, calcule a fem resultante &.



CAMPO
MAGNETICO

J4 na Grécia antiga se conheciam as propriedades de um minério de ferro encon-
trado na regido da Magnésia, a magnetita (Fes O4) : um pedago de magnetita € um imda
permanente, que atrai pequenos fragmentos de ferro.

Em 1100 A.C., os chineses ja haviam descoberto que uma agulha de magnetita
capaz de se orientar livremente num plano horizontal alinha-se aproximadamente na di-
re¢do norte-sul, e usavam este aparelho, a bussola, na navegagio.

Em 1600, William Gilbert publicou um importante tratado sobre o magnetismo,
onde observa, pela primeira vez, que a prépria Terra atua como um grande ima.

Um ima permanente (em particular, a agulha magnética de uma biisscla) tem um
pélo norte (N) e um pdéio sui (S), e é facil verificar, com dois imds, que seus péios de
mesmo nome (N ¢ N ou S e S) se repelem, e que seus pélos de nomes contrarios (N e
S) se atraem., »

Poderiamos entdo pensar em descrever o magnetismo produzido por imas perma-
nentes de forma andloga a eletrostatica, introduzindo cargas magnéticas N e S por ana-
logia com cargas elétricas + e —.

Entretanto, a experiéncia mostra que nio é possivel separar um do outro os péSlos
Ne S de um fma. Se o partirmos em dois, cada um deles continuard tendo pélos N e S.

Em anos recentes, fez-se um grande esforgo experimental para verificar se exis-
tem particulas com "carga magnética”, que seriam pdélos N ou S isolados (monopolos
magnéticos). Nenhum jamais foi detectado.

E portanto um fato experimental bdsico no estudo do magnetismo que ndo exis-
tem cargas magnéticas (p6los magnéticos isolados).

Podemos pensar numa barra ou agulha imantada como andloga a um dipolo -
magnético em lugar de elétrico. A barra magnética seria andloga a um dielérrico polarizado,
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e os pdlos norte e sul que aparecem em suas faces seriam andlogos as cargas de polari-
zagdo ligadas sobre as extremidades de uma barra dielétrica polarizada (note que, também
neste caso, se partissemos uma barra em duas, cargas superficiais de polarizagio apare-
ceriam nas novas faces).

Sabemos que a posigdo de equilibrio de um dipolo num campo elétrico uniforme
corresponde ao dipolo alinhado com o campo. Por analogia, podemos mapear a dlregao

e o sentido de um campo maendtico num dado nonto como a dire

sentido de um campo magnético num dado ponto como a direg

sentido S — N de uma pequena bissola colocada neste ponto.

Quando salpicamos limalha de ferro sobre um ima, cada pequeno fragmento de
ferro se magnetiza por induc¢do e funciona como uma mintscula agulha imantada (bus-
sola), indicando a dire¢io do campo, de modo que materializamos assim as linhas de
forca magnéticas.

7.1 Definic¢iao de B

Para definir E, consideramos a for¢a F = gE que atua sobre uma carga de prova
puntiforme g colocada num campo elétrico. J4 o campo magnético exerce forgas sobre
cargas em movimento. Verifica-se experimentalmente que a for¢a é proporcional a carga
e 4 magnitude da velocidade da particula. Entretanto, a diregdo da forga é perpendicular
as direcdes da velocidade v e do campo magnético. A forca F é dada por

F=kqvxB (7.1.1)

onde k& ¢ uma constante positiva, que depende da escolha do sistema de unidades, e v é
a velocidade da particula de carga ¢ em relagfio a um referencial inercial.

B \"

Logo | Fle<sen 6, onde 6 € 0 angulo entre Be
v; F & perpendicular a v e a B, e anula-se se
q v é paralelo a B. No SI, toma-se &£ = 1. LLogo,

F F=gvxB (7.1.2)

Figura 7.1 Forga magnética
sobre uma carga

o que define a magnitude de B. Em particular, se v é perpendicular a B e se
vl = 1%, g=1C e |Fl = 1N, obtemos a unidade de | B | nesse sistema, que se

chama 1T (Tesla):
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N/C (7.1.3)

1T=1m/s

IT corresponde a um campo magnético muito intenso. E também muito usada a unidade
de |B| no sistema CGS, que € o Gauss (G):

1G=10"4T | (7.1.4)

O campo magnético da Terra é ~ 0,6G = 6x10 ° T. Campos magnéticos muito in-
tensos produzidos em laboratério, durante tempos muito curtos, atingem algumas cen-
tenas de T.

Consideramos acima uma situagdo em que s6 existe campo magnético atuando
sobre a carga g. Se existir, além disso, um campo elétrico E, a forga resultante é:

F=¢g(E+vxB) (7.1.5)

que se chama for¢a de Loreniz.

E, como F, € um vetor polar. Como v também ¢ um vetor polar, para que o pro-
duto vetorial v x B seja polar é preciso que B seja um vetor axial, ou seja, o sentido de B
estd associado a uma convengdo. Da forma como o definimos, € a convencdo S — N da
agulha magnética de prova.

Se a carga g sofre um deslocamento dl durante um intervalo de tempo infinitési-
mo dt, temos dl = v dt, e o trabalho realizado pela forca de Lorentz é

dW =F -dl=F .- vdt=qg E-v dt

poisv - (v x B) = 0.
Logo,
dw |
S € GE-v | (7.1.6)
dr =4 |
¢ a poténcia [trabalho/(unidade de tempo)] associada a for¢a de Lorentz, que se deve ex-
clusivamente ao campo elétrico. O campo magnético ndo realiza trabalho, porque a forga
magnética € sempre perpendicular a velocidade da particula.
Assim, a energia cinética de uma particula carregada num campo puramente
magnético permanece constante.

Exemplo: Movimento num campo B uniforme

Tomando o eixoO z // B,temos B = BZ. Se a velocidade inicial v, da parti-

cula tem uma componente v, # 0, esta componente ndo se altera, porque
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F, = 0. Logo, basta considerar a projecio do movimento sobre o plano (xy) perpendi-
cular a B.

Como a energia cinética ndo se altera, a magnitude da velocidade no plano (xy)
¢ constante, e a forga (portanto também a aceleragdo) é sempre perpendicular a veloci-
dade, o que é uma caracteristica da aceleragfio centripeta no movimento circular uniforme
(fig. 7.2). Se v = | v1 € a velocidade inicial no plano (xy), temos

2

v
F = = Lo
qv B m=

o que da para o raio r da érbita circular;

re— (7.1.7)

Figura 7.2 Orbita circular num campo B
(B aponta para cima).

B (7.1.8)

e

H|
~ |
H|
RREN

¢ a freqliéncia angular correspondente ("freqiiéncia de ciclotron™), que s6 depende de
(g/m) e B. Essa freqiiéncia angular ¢ independente da velocidade da particula: o raio r
cresce com v, mas o tempo para uma volta completa independe de v (cf. Fisica Bdsica
1, Se¢. 5.4). -

Se w,; # 0, é preciso superpor ao movimento circular em torno de B um movi-
mento uniforme na diregéio de B, de forma que as particulas carregadas descrevem hélices,
espiralando em torno das linhas de B.

Trajetdrias circulares de particulas carregadas em campos B uniformes tornam-se
visiveis em instrumentos empregados na fisica de particulas. Historicamente, um dos mais
importantes foi a cdmara de Wilson, um recipiente contendo vapor de dgua quase satu-
rado, em que se faz uma expansdo adiabdtica stbita, resfriando-o, o que torna o vapor
supersaturado. Gotinhas de d4gua tendem entdo a condensar-se em torno dos fons existentes
na cdmara, produzidos pela passagem da particula carregada que se quer detectar, cuja
trajetdria é assim materializada e pode ser fotografada,

Com um campo B perpendicular ao plano da trajetéria na cmara, ela é um
circulo ou arco de circulo, cujo raio mv/(¢B) dd a informagdo sobre a magnitude do
momento mv da particula; se conhecermos o sentido de percurso, também dd o sinal da
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carga (na fig. 7.2, o sentido de percurso anti-hordrio é para uma carga negativa; para uma
carga positiva, o sentido seria hordrio).

T Um exemplo famoso foi a foto obtida em
. 1932 por Carl Anderson, em que a parti-
, cula atravessava uma placa de chumbo,

7 com B dirigido para dentro do plano da

/ foto, cujo aspecto é esquematizado na fig.

,’/ 7.3. A trajetdria tinha caracteristicas ti-

2 picas de um elétron. A diminui¢io do

Figura 7.3 Trajetéria de um pésitron numa raio de curvatura r de baixo para cima,

camara de Wilson, com B para dentro do plano.

A placa é atravessada de baixo para cima. associada com uma perda de momento

ao atravessar a placa, mostra que o senti-
do € anti-hordrio. Isso permitiu concluir que a carga era positiva e levou a descoberta do
positron.
Aplicagdes importantes do movimento de particulas carregadas, em campos elétricos
e magnéticos, jd foram vistas no curso de Mecénica (Fisica Bdsica 1, Seg. 5.4): determinagio
de e/me nas experiéncias de J. J. Thomson, filtro de velocidades, espectrdmetro de massa,
ciclotron. Exemplos encontram-se nos problemas do final deste capitulo.

O fluxo de B

¢ o - A ’ .
O fluxo de B através de uma superficie S, com versor da normal n, é definido por

P= [B-ﬁdS (7.1.9)
s

Como nio existem cargas magnéticas (monopolos), o andlogo magnético da lei de Gauss é -

JB-ﬁdS=o' (7.1.10)
S

para qualquer superficie fechada. Se V ¢ o volume contido dentro de S, isto implica, pelo
teorema da divergéncia,

J‘didev=0 (7.1.11)
|4

0 que sé € possivel, sendo V qualquer, se

divB=20 (7.1.12)

Essa € uma das equagdes de Maxwell, representando uma propriedade fundamental do
campo B. Dela decorre, como sabemos, que as linhas de forca magnéticas sdo sempre
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fechadas (ndo hd fontes nem sorvedouros), ou entio tém de iniciar-se e terminar no
infinito (sdo "fechadas no infinito").
A unidade de fluxo magnético ¢ 1 Wb (Weber). Temos [cf. (7.1.3)]

IT=1 0 (7.1.13)
m

7.2 For¢a magnética sobre uma corrente

Consideremos um trecho infinitésimo dl

de > de um fio condutor de secgio transversal

. A (fig. 7.4), percorrido por uma corrente

@ — 'l\ ) elétrica de densidade j. Supondo, para fi-

xar idéias, que se trate de um fio condutor

metalico, onde os portadores de carga sdo
elétrons livres, sabemos que

Figura 7.4 Trecho condutor
com corrente j

j= -—ne(v) (721)

onde n é o nimero de elétrons livres por unidade de volume e < v > € a velocidade média
dos elétrons associada a corrente.

Num campo magnético B, a forca média sobre cada elétron livre serd entio
—e <v> X B, e a densidade de for¢ca f (for¢a por unidade de volume) exercida pelo

f=-ne{vwxB { |[f=jxB| . - (7.2.2)

A forga total dF exercida sobre os elétrons livres contidos no volume Ad! do condutor

serd entdo

dF =fAdli=jAdxB

ou seja, se i € a intensidade da corrente,

dF =i dIxB (7.2.3)

onde idl chama-se um "elemento de corrente" (veja Se¢. 8.3). Admitindo que essa forca
se transmite ao fio (veremos na Se¢. 7.3 o mecanismo pelo qual isto acontece), temos
que dF € a forga exercida pelo campo magnético sobre o trecho dl do fio condutor.

A forga resultante sobre o circuito fechado C onde passa a corrente (uma corrente

estaciondria sempre flui num circuito fechado, como vimos na Sec. 6.2) é
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F:ig’:dle
C

(7.2.4)

Em particular, se o campo € uniforme, temos

F= igcdl]xB =0

pois¢ dl = 0, pela regra da adig@io de vetores. Logo, a for¢a resultanie sobre qualquer
5 WC . . P e = . P
circuito percorrido por uma corrente estaciondria é nula. Isso ndo quer dizer, porém, que

0 torque resultante seja nulo.

pA

Figura 7.5 Espira retangular
num campo B uniforme.

Com efeito, consideremos um circuito re-
tangular de lados a e b percorrido por
uma corrente estaciondria i e situado num
campo uniforme, que supomos primeiro
paralelo ao lado a. (fig. 7.5).

Como os lados 1 e 3 sdo para-
lelos a B, ndo contribuem para as for-
¢as. No sistema de coordenadas da
fig. 7.5, a for¢ca F, sobre o lado 2 ¢
ibZ X (B§) = —iBbX, igual e con-
traria a forca F, sobre o lado 4, o que
corresponde a um bindrio de torque

1=(iBb)ai

iSBi=mxB (7.2.5)

em que S = ab € a drea do circuito C e definimos

m=iSx=iSn=i8 (7.2.6)

AL . ' . , L
onde n é o versor da normal orientada ao plano do circuito (orienfagdo: visto da extre-

. A . N = . . . P
midade de n, o circuito é percorrido em sentido anti-horério).

4 2

Figura 7.6 Qutra orientagio da espira

Se considerarmos outra orientag¢io do pla-
no de C, como na fig. 7.6, teremos

F, = i{acosp X +ascn 0 §)x By =
=iaBcosdz
que, com F; = —F,, nio produz torque.

Por outro lado, ¥, e F, ndo se alteram,
mas o brago do bindrio é agora a sen ¢,

A N A
de modo que, comn=sendx—cos ¢y,
vem
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1=(i Bb)asend 2 =iSBsendi =

=iS(sen¢pk—coso§)x(By)=iShixB=mxB

Assim, o resultado (7.2.5) permanece valido.

A expressdo do torque € inteiramente andloga a da (4.4.17) para um dipolo elé-
trico p num campo elétrico uniforme E (1t = p X E) . Dizemos por isso que o circuito
se comporta como tendo um momento de dipolo magnético.

m=1i8S (7.2.7)

A rd ” .
onde S = Sn é a sua drea orientada.

Az Embora tenhamos obtido esse resultado
: para um circuito retangular, ele permane-

ce valido para circuitos de forma qual-
quer. Se considerarmos, por exemplo,

nme

w
o
n
"3
5
S
o
—
-
(]
—
)
-
o
[¢]
-
w
.
Q
0
=
o]
3

dlx B = (ad ¢) Bsen ¢ (%)

ou seja,

dF = —iasend - B d o X

Figura 7. ira ci i . N ; &
gura 7.7 Espira circular num campo uniforme cujo torque em relago ao eixo z &

dt = PP xdF = asend y X dF = ia’Bsen’d Z dd

e o torque total é ’

It 5 1 27

= |dv=ia’B sen“¢dd |z=ia —L¢ —sen _I

0 0

Finalmente,
t=ina?)Bi=iSBi=mxB
confirmando que as (7.2.5) e (7.2.6) permanecem vdlidas.
A posiciio de equilibrio corresponde a

! i m / B, ou seja, n // B : o circuito tende

a orientar-se perpendicularmente ao cam-

(\) po magnético. A fig. 7.8 d4 uma regra
mnemdnica para lembrar qual é a "face

norte" e qual a "face sul" do dipolo mag-

Figura 7.8 Face norte e face sul nético equivalente ao circuito (m aponta
de uma espira com corrente do sul para o norte).
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O torque sobre uma espira ou bobina percorrida por uma corrente e situada num
campo magnético € a base de aparelhos de medida da intensidade da corrente, como gal-

vandmetros e amperimetros (pois o torque € proporcional a intensidade i), bem como dos
motores de corrente continua.

7.3 O efeito Hall

Consideremos uma barra condutora por
onde passa uma corrente de densidade j

(tomamos Ox // j), situada num campo
magnético uniforme B =Bz (fig. 7.9).
Supondo a corrente devida a um tnico
tipo de portadores, de carga ¢, temos

-~ A .
z B=B2 i=ng(=ng(k| @30

Figura 7.9 Barra com corrente num campo B

onde n € a densidade de portadores.

Na presen¢a do campo B, atua sobre cada portador a for¢a média
q<v>><B =q{v)BXxi= —q{(v)By

dirigida para baixo, pois tem o sentido de j x B (se os portadores sdo elétrons,
g=-e<0e <v> < 0, pois eles se movem para a esquerda, se j é para a direita). Logo,
acumula-se um excesso de cargas g embaixo, deixando um excesso de cargas de sinal
oposto em cima (fig. 7.9). ,

Para fixar as idéias, suponharrfos que os portadores sdo elétrons. As cargas nega-
tivas continuam se acumulando embaixo, deixando carga positiva oposta em cima, até

que o campo elétrico vertical E “” assim gerado, dirigido de cima para baixo, compense
exatamente o efeito do campo magnético sobre cada portador de carga:

q ’E(e)

= g[(v) x B|

Se d ¢ a largura da barra, a for¢a eletromotriz transversal a corrente assim gerada é

& =B = (v} d = I pq
. nq .

¥ A pressio devida ao impacto das cargas sobre as paredes, transmitida ao condutor, é 0 mecanismo microscopico de

geraciio da forca (7.2.3).
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Esse efeito foi descoberto por E. H. Hall em 1879, e a fem chama-se fem Hall.
Note que a parte de cima da barra na configuragdo acima estard a potencial mais alfo que
a de baixo se os portadores t€ém carga negativa, como elétrons, mas estard a potencial
mais baixo se tiverem carga positiva. Logo, o efeito Hall pode ser usado para determinar
o sinal dos portadores de carga*. Também pode ser usado para determinar o coeficiente
Hall L

nqA fem Hall é extremamente pequena. Por exemplo, para uma fita de cobre de lar-
gura d = 1 cm e espessura de 0,1 mm, transportando uma corrente i = 10 A num campo
magnético B = 1 T, obtemos (a temperatura ambiente)

o 10 ;A
T AT 10 <107 m?
n =~ 85 x 10*elétrons / m’ . 10’ — x 102V
8,5 x 1,6 x 10
lq| = ¢ = 1.6 x 1077C
~ 74 pv

Verifica-se assim que, em alguns metais, os portadores de corrente sdo buracos (carga +¢) em lugar de elétrons
(carga -¢).
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PROBLEMAS

1. Uma bussola tende a oscilar antes de alinhar-se com o campo magnético da Terra.
Constdere uma agulha imantada de momento de dipolo magnético m e momento de inércia I,
suspensa de forma a poder oscilar livremente em torno de um eixo vertical, situada num campo
magnético horizontal uniforme B,. As dire¢des de m ¢ B, formam inicialmente um pequeno
angulo 9,. Calcule a freqiiéncia angular de oscila¢do (desprezando o amortecimento) € mostre
que sua determinagdo permite medir [m |- [ B, .

2. Aagulha imantada do problema 1 também produz um campo magnético, que, conforme
serd visto no capitulo 8, s¢ difere do campo de um dipolo elétrico p pelas substituigdes

P—m,€,—1/po onde Ho ¢ uma constante (permeabilidade magnética do vacuo). (a) Usan-
do esse resultado, determine o campo magnético B (em maédulo, diregdo e sentido) produzido pela
aguiha num ponto P situado em seu prolongamento, a uma distancia d da agulha. (b) Suponha
que, com a agulha imobilizada numa dire¢éio horizontal, perpendicular a0 campo magnético B, da
Terra, outra agulha imantada € trazida para o ponto P definido na parte (a), ficando sujeita aos
campos B e B,. Determine o Angulo o entre a orientagio de equilibrio da segunda agulha e B,,.
Mostre que, medindo-o, pode-se determinar a razdo | m | / | B, |. Combinando esse
resultado com o do problema 1, obtém-se os valores de m e de B, Esse método € devido a Gauss.

3. (a) Calcule a freqiiéncia angular de rotagao de um elétron no campo magnético da
Terra, numa regido em que ele possa ser tratado como uniforme e de intensidade 0,5 Gauss. (b).
Para um elétron com energia cinética de 1 keV, tipica daquela encontrada na aurora boreal, calcule
0 raio de curvatura nesse campo.

4. No espectrografo de massa de Bainbridge
(fig.), h um campo elétrico uniforme E ¢ um
campo magnético uniforme B perpendicular
a0 plano da figura na regido entre as placas
PP, ajustados de modo a formar um filtro de

p J \ P velocidades, ou seja, s6 deixar passar ions de

velocidade v bem definida para a regido semi-
’ ’ circular inferior, onde existc um outro campo

uniforme B’ também perpendicular ao plano
R da figura. Mostre que, para fons de carga e, 0
raio R da orbita semicircular ¢ proporcional a
massa do ion, de forma que a placa fotogra-
fica C registra um espectro de massa, em que
a distancia ao longo da chapa é proporcional
& massa do fon.
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5. Considere uma espira circular de raio a
suspensa por um fio vertical VV de constante
de tor¢do k, situada num campo magnético B
uniforme com a orientagdo inicial da figura.
O momento de inércia da espira em relagio
ao eixo VV € I. Faz-se passar através da es-
pira um pulso rdpido de corrente de duragdo
t e intensidade mixima /, tio curto que a es-
pira ndo tem tempo de se mover durante o
tempo . Mostre que o dngulo de deflexdo mé-
ximo do plano da espira, 09, é proporcional
a carga total ¢ = it contida no pulso. Este é o
principio do galvandémetro balistico (em geral
se utiliza uma bobina com N espiras).



A LEI
DE AMPERE

Wo capitulo precedente, discutimos os efeitos do campo magnético sobre parti-
culas carregadas em movimento e sobre correntes em circuitos, sem nos preocuparmos
com as fontes do campo magnético (exceto pela existéncia de {mis permanentes, cuja

natureza microscopica ndo foi analisada). Jd que ndo existem pélos magnéticos isolados,

quais sdo as fontes de B?

Em 1819, o fisico dinamarqués Hans Christian Oersted, procurando ver se uma
corrente elétrica atuaria sobre um fma, colocou uma biissola (agulha imantada) perpendi-
cular a um fio retilineo por onde passava corrente, e niio observou nenhum efeito. Entre-

tanto, descobriu que, quando ela era colocada paralelumente ao fio, a bissola sofria uma

deflexdo, acabando por orientar-se perpendicularmente a ele!.

Z

Figura 8.1 Campo magnético
devido a uma comente

Por conseguinte, uma corrente produz um
campo magnético e, para um fio retilineo
que transporta corrente, as linhas de forga
magnéticas sdo circulos em planos per-
pendiculares ao fio, (fig. 8.1), cuja orien-
tacdo (que dd o sentido de B) é anti-ho-
rdria quando vista por um observador
que vé o sentido da corrente atrz vessd-lo
dos seus pés para a sua cabega.

Os resultados de Oersted foram apresen-
tados em 1820 numa reunidio da Acade-
mia de Ciéncias da Franga, em Paris. O
jovem fisico André Marie Ampére assis-
tiz a apresentagdo ¢, imediatamente apds,
deu inicio a uma série de experiéncias
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belissimas, cujo primeiro resultado, anunciado uma semana depois, dizia respeito a inte--
ragio magnética entre dois fios transportando correntes paralelas. Ampére foi chamado
por Maxwell de "o Newton da eletricidade”.

8.1 A lei de Ampeére

Como divB = 0, as linhas de forca magnéticas sio necessariamente fechadas
(possivelmente no infinito). Um exemplo sdo as linhas de forga circulares em torno de
um fio retilineo com corrente (fig. 8.1). Logo, a circula¢do de B ao longo de uma linha
de forga fechada é necessariamente # 0 (positiva ou negativa conforme a orientagéo que
se dé ao elemento de linha dl). Para uma curva fechada C qualquer orientada, com
orientagdo definida da forma indicada na fig. 8.1, a circulag@o ¢

g(B-dbO
C

que is vezes é chamada de "for¢a magnetomotriz”, por analogia com a (6.8.10).
Resulta das experiéncias de Ampere que essa circulagiio € proporcional a inten-
sidade de corrente i total que atravessa a curva C: isto vale para correntes estaciondrias.

4: B dl=ki
C
Como | B | mede-se em
A
c
e i em C/s, as unidades de k sao
L —
(C/s)2 T A?
No Sl
E{CB"“:“Oi (8.1.1)
onde
p0.=_4n><10'7—gz— (8.1.2)

A (8.1.1) é a lei de Ampére para correntes estaciondrias e a constante [Lo chama-se
permeabilidade magnética do vdcuo (cf. Seg. 11.2).
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Na lei de Ampere, C é uma curva fechada arbitrdria e i a corrente total que a
atravessa. Em particular, se a curva C € inteiramente externa i regiio onde existem
correntes, { = 0 no 2.° membro.

Se aplicarmos a lei de Ampére no interior

N N S N NS W
da distribuig¢fio de corrente, a uma super-
L] ficie S limitada pelo contorno C, teremos
A1 A ~
i ( s ) (fig. 8.2)
N ]
Cc B 7
i= i jndsS (8.1.3)
Figura 8.2 Circuito C interno
a distribuicgo de corrente e, pelo teorema do rotacional,
4: B-dl:J.rotB-ﬁdS (8.1.4)
c S

- . ~ A .
onde a convengdo sobre a orientagido da normal n é a mesma nos dois casos. Logo,

J-rotB-ﬁdSzp.OJ‘ j-nds
py S

0 que tem de valer qualquer que seja S. Isso s6 € possivel se

rot B =y, j (8.1.5)
As equagdes
divB=0
Y , (8.1.6)
rot B = p, j

sio as equagdes de Maxwell para o campo magnético no vdcuo produzido por correntes
estaciondrias, da mesma forma que

rot E=0
divE=L (8.1.7)
80

540 as equagoes de Maxwell para o campo eletrostdtico no vdcuo produzido por cargas
estdticas.
Note que, se associarmos B com E ¢ j com p, o andlogo de €0 é 1/l o:

g <> 1/ 1 (8.1.8)

A restrico a correntes estaciondrias estd embutida na forma local da lei de Ampere,
rotB = Lo j. Com efeito, como foi observado ao discutir os operadores vetoriais asso-
ciados a V, para qualquer vetor vale a identidade (4.5.14):
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divrot v=V.(Vxv)=0 (8.1.9)

Logo,

ot B=y,j =

div(rotB) = 0 =y, divj { divj=0

que € a condigdo para que a distribui¢cdo de correntes seja estaciondria.

A lei de Ampere € itil para o cdlculo de B quando e somente quando a distri-
bui¢do de correntes € especialmente simétrica: € preciso que a diregdo e sentido de B

possam ser obtidos como conseqiiéncia da simetria, e que a magnitude | B | também esteja

simetricamente distribuida, permitindo assim o cilculo da for¢ga magnetomotriz. Hd uma
grande analogia com a utilizagfo da lei de Gauss para o célculo de E na eletrostitica.

Exemplo: Campo magnético de uma corrente retilinea

Az

oV

Figura 8.3 Linhas de forga de B em torno
de uma corrente num fio cilindrico

Logo, tomando coordenadas cilindricas
com eixo Oz / j, temos, no plano de
uma secg¢do transversal (fig. 8.4),

B=B(p)$
o que dd, comdl = p do (3

;CB-dl=21th(p)

Para um ponto P, externo ao fio
(p=a), a corrente que atravessa C € a
corrente total i. Logo, a lei de Ampere dé

Consideremos um fio condutor muito lon-
go, cilindrico, de raio a, que transporta
uma corrente i. A densidade de corrente
j estd uniformemente distribuida sobre a
seccdo transversal, de forma que

i=na’j

Pela simetria axial, as linhas de forga de
B, dentro e fora do fio, sdo circulos con-
céntricos, orientados como na fig. 8.3, e
a magnitude de B ndo varia ao longo de
cada um desses circulos.

Yy o A
¢ P
p P
¢
0O » X
C

Figura 8.4 Secgdo tranversal do fio
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21 p B(p)=poi {AMM=iﬂ5@2a) (8.1.10)

2= 2, ! = -p—
TpJ=np T 252!
Logo,
2mpB(p) = p, i B(p) = Bl P (5 ¢ 8.1.11
TPEAP) = Ko~ 2t P/ =50 2 p<a) (8.1.11)
Finalmente,
(
Jﬂ§1%¢wSde
B=1 ¢ (8.1.12)
&l A <
[2n p®lasp)
AB
LI I
2na | H,!
] 2np O comportamento de | B | em fungio de
E p esta representado no gréafico da fig. 8.5.
i .
O a p

Figura 8.5 Magnitude de B
em fungéo da distancia ao eixo

8.2 O potencial escalar magnético

Consideremos uma espira plana C percor-
rida por uma corrente i. O interior da es-
pira € uma drea plana S. Pela lei de Am-
pére, como qualquer curva fechada I3
que ndo corta § ndo € atravessada -ela
corrente (fig. 8.6), temos

JB-dl:O (8.2.1)

Figura 8.6 O caminho T'y atravessa C;
I’z ndo atravessa.
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ou seja,

2
B-dl
1

¢ independente do caminho que liga 1 a 2, desde que sé se considerem caminhos que néo
cortam S.

Com essa restri¢do, podemos definir, por analogia com E = — grad ¢, um po-
tencial escalar magnético  tal que

2 2
B=-grady ; _[B'dlz—_[d\y= LTI VY (8.2.2)

Entretanto, se admitirmos um caminho como I'y, que é atravessado pela corrente i, na
fig. 8.6, no sentido negativo, a lei de Ampére d4

&Bdl:—wi (8.2.3)
n

e em sentido oposto terfamos + o i . Se percorréssemos I, n vezes seguidas, terfamos
—nloi;em sentido oposto, +n [loi.

Como ilustrado na fig. 8.6, podemos ligar I'; a I'; por uma "ponte", que é per-
corrida duas vezes em sentidos opostos 51, de modo que as contribui¢des se cancelam,
¢ obter um novo caminho fechado que atravessa § — e pode atravessar S um ndmero
qualquer de vezes, em ambos os sentidos.

Assim, se nao introduzirmos restrigéés, Y poderd assumir, em cada ponto, infi-
nitos valores. que diferem uns dos outros por mdltiplos inteiros de Lo i .

Para tornar univoco o valor de W, pode-
mos introduzir uma barreira: uma super-
ficie geométrica de contorno C — por
exemplo a superficie plana S — impondo
que nenhuma curva possa atravessar esta
barreira. O prego que se paga por isso é
que VY, embora univoco, sofre uma des-

continuidade ao atravessar S: se 1 e 2 sdo

pontos imediatamente abaixo e acima de
- 0 A

S (em relagio ao sentido da normal n),

Figura 8.7 Circuito T'y interrompido por uma barreira
[(a) vista lateral]

teremos (fig. 8.7).

) 2
- =Jd =—J B-dl=pyi 2
W — 1 s (6) Ho! (8.2.4)
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Vamos mostrar agora que um potencial desse tipo seria produzido por uma camada de
dipolos magnéticos distribuidos sobre a superficie S. Para isso, vamos recapitular primeiro
o problema correspondente na eletrostdtica (Seg. 4.4).

z
P Vimos 1d que o potencial eletrostatico
num ponto P devido a um "dipolo punti-
0 forme" p na origem é
O“ r
y p-r p cosO

P v(P) = = 2.

/ dregrd  4megr? (8.2.5)
X
Figura 8.8 Dipolo puntiforme na origem onde r = OP.

Da mesma forma que consideramos uma densidade superficial de cargas ¢ sobre uma
superficie §

consideramos na (4.4.11) uma densidade

3>

superficial de dipolos 8, tal que um ele-
mento de superficie dS tem um momento 0
de dipolo dp = 8 dS =8ndS (n=  dp
versor da normal a dS). O potencial em P

devido a dp é entao [fig. 8.9(a)]

ds ds

8 dScos0 (@) (b)

av = 4ne,  r?

Figura 8.9 {a) Dipolo dP associado a dS,
{b) Angulo sdlido d Q

Mas

d S cos9
dscosd_ g
¥

é o dngulo sélido sob o qual dS é visto a partir do ponto P.

Logo com & uniforme,

8 J- dScos0

471',80 2

V(P)=_[ dv = A
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6
47(60

V(P)= Q (8.2.6)

onde Q é o dngulo sélido total sob o qual
a superficie S € vista a partir de P. Note
que (2 s6 depende do contorno C de §: é
o mesmo para qualquer superficie limita-

C

da por C (fig. 8.10). Figura 8.10 Angulo sélido Q associado

a curva C, vista de P

Para pontos P, acima de S, Q > 0 (0 ¢
agudo); para P, abaixo de § (fig. 8.11)
€ < 0 (8 é obtuso). Se P, tende a S por
cima, Q — +2 7 (semiespago); se P,
tende a S por baixo, Q — —2=n. Logo,
como vimos na (4.4.15),

Py

Fiqura 8.11 Sinal de Q

) &
vB)-v(R) - -(@-Q)= (8.27)
mostrando que V tem uma descontinuidade &/ €, através de S.
Para passar de dipolos elétricos para magnéticos, basta substituir
dp=386dS — dm=idS
(8.2.8)
l/eg = Lo .
onde a ultima relagdo decorre da (8.1.8).
Concluimos que
_].l()i dSCOSG_H.()i
w(P)=5— 2= an (8.2.9)
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onde Qp € o dngulo sélido sob o qual o
circuito C € visto a partir de P (fig. 8.12),
¢ o potencial escalar magnético criado
pela corrente i, pois B = — grad y satis-
faz, por construgdio, a lei de Ampére.
Note mais uma vez que € s6 depende de

! C, e ndo da forma da superficie S que se

Figura 8.12 Angulo sélido associado apdia sobre C.
& espira C e ao ponto P

Note também que o momento de dipolo magnético total associado a corrente é

m=| am=i] asis (82.10)
S

que € exatamente o resultado ja obtido na (7.2.6) para a resposta do circuito a um campo
B externo (T = m X B ). Vemos agora que o campo B criado pela corrente i também
¢ equivalente ao de um dipolo magnético, dado pela mesma expressdo: m = i S. Esse
resultado é devido a Ampere (1823).

Existe um outro tipo de potencial em termos do qual se pode exprimir 0 campo
B, chamado potencial vetor, que tem a vantagem de nio ser descontinuo como V, mas
cuja introdugdo exigiria maiores conhecimentos de anilise vetorial, de modo que nio a
discutiremos aqui (cf. Se¢. 12.6).

8.3 A lei de Biot e Savart

Conforme acabamos de ver, uma corrente estaciondria i num circuito C produz
num ponto P de vetor de posi¢io R em relagio a uma origem O (fig. 8.13) um campo
magnético

B=—grady, wy(R)= %QR (8.3.1)

onde Qg é o dngulo sélido sob o qual o
circuito C € visto a partir de R.

dS cosd
Qg = I £ (8.3.2)
S r

0 onde S é qualquer superficie de contor-

. . e ) no C.
Figura 8.13 Angulo sélido visto a partir de R
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Se deslocarmos o ponto P de R para R + d R, onde dR ¢ infinitésimo, teremos

dy =y(R+dR)-y(R)=grady-dR = -B - dR

ou seja,

B-dR = y(R) - y(R +dR) = £ (2, - Q. ) (8.3.3)

Mas, para calcular Q g ; 4 , tanto faz dei-
xar C fixo e deslocar o ponto P de dR
como deixar P fixo e deslocar o circuito
C de - dR (fig. 8.14)

dScosO
Qpr.dr :I — (8.3.4)
s r

onde S’ € a superficie S transladada de
(-dR).
Note, porém, que, se adicionarmos a §’ a

Figura 8.14 Variagio de angulo sélido superficie lateral S; do cilindro varrido
GEILIGURE S il S durante o deslocamento, S” + S, é ainda

uma superficie de contorno C.

Logo,

O =J. dScos9 _
S+S; r

“ 4
P

Por conseguinte,
dScos0
Qg — Q4R = J. —
S; 2

ou seja, a diferenga € a integral sobre a superficie lateral S, do cilindro varrido.
A A i
Lembrando que 0 € o dngulo entre n (versor da normal a dS) e r (versor da diregio
que liga dS ao ponto P), temos

dScos@=dSh-t

e fica
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Mas a fig. 8.14 mostra que

(~dS)h = (-dR) x dl

. A . .
pois a normal n deve apontar, tanto em S; como em §’, para 0 semiespago que contém
P. Varrer S, equivale a varrer C com dl, ou seja,

B-dR=

;:8: JC (dR xzdl) F (83.5)
r

Como(ax b) - ¢ = (a- b) x c para quaisquer vetores a, b, e ¢, isto equivale a

: P
dR-B = %’ dR - JC 1:2" (8.3.6)

o que tem de valer para qualquer deslocamento dR. Isso s6 é possivel se

i [ dixf
B= % Jc = (8.3.7)

Essa é a lei de Biot e Savart, que da o campo magnético devido a uma distribuigéo de
corrente estaciondria de intensidade i, no circuito C, sob a forma de uma integral de linha
a0 longo do circuito.

1 - - .
; Freqgiientemente se enuncia essa lei de-
! r ’ compondo C em "elementos de corrente”
0 i dl e dizendo que o campo num ponto P
devido a um tal elemento €
Ti Wy idIxF

dB =" 2 (8.3.8)

Figura 8.15 Angulo O entre dl e r

ou seja, é proporcional a i dl e a sen 0, onde 6 é o dngulo entre dl e r (fig. 8.15); cai
com r~2, como o campo da lei de Coulomb, ¢ tem dire¢do e sentido dados pela regra
do produto vetorial (no caso da fig. 8.15, perpendicular ao plano do papel e dirigido
para baixo).
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Entretanto, é importante lembrar que uma corrente estaciondria sempre estd as-
sociada a um circuito fechado, e ndo h4 justificativa para decompd-la em "elementos de
corrente”, exceto como etapa auxiliar no cdlculo: obtém-se o resultado correto integrando
dF ao longo de fodo o circuito fechado C percorrido pela corrente

Nio levar isso em conta pode conduzir a resultados incorretos: por exemplo, as
forgas de interagfio magnética entre dois elementos de corrente podem ndo obedecer a 32

al i ' g
<l

Exemplo 1 - Campo de uma corrente retilinea num fio

AX

——

Todos os elementos de corrente contti-
buem em P com dB(P) na mesma diregdo
e sentido (dados pelo vetor (’[; da fig. 8.4),
de modo que basta somar (integrar) as
amplitudes:

_Por simetria, para um fio infinito em que
a corrente comega e termina no infinito,
(fig. 8.16), basta integrar sobre x positivo
(0 de g até 0) e multiplicar por 2:

Figura 8.16 Fio refilineo

1 3]
senBz% { _;:senﬁ { scr;ﬂzsenze
P A >dxsenf)__sen(:)a’()
40 P2 P
=pcotgB { dx=-
¥ =peois psen29 J

, J‘n/ZSenGde Woi :uoi[COSB_‘O { L
0 p 4n ) 2mp J 21tp(p

Ll
2

que é o resultado obtido na (8.1.12) pela lei de Ampere.
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Exemplo 2 - Campo de uma espira circular no eixo
(a) Lei de Biot e Savart

Consideremos uma espira circular de raio
A a percorrida por uma corrente i (fig.
dB, P 8.17). Queremos calcular B num ponto P
do eixo OP = Oz, como soma de contri-

bui¢bes dB devidas aos elementos de cor-
rente dl = (ad(p)(lg; =dl¢. Como o
plano P” OP é perpendicular a (?) , também
P’P = r é perpendicular a dl, de forma

que |dl x rl=d.A contribuigio

d B, do elemento em P’ é perpendicular
» ’
Figura 8.17 Campo de uma espira circular no eixo a dl. Logo estd no plano P’ OP, tendo
portanto uma componente radial (dire¢iio
OP’) e outra vertical (dire¢do z). Mas as componentes radiais das contribuicdes dB, e
d B de elementos diametralmente opostos da espira (em P’ e P ”, fig. 8.17) se cancelam,
¢ as verticais se somam.
Basta considerar portanto as componentes z,
Mo @ dl

dB, = am 2 Sosv

Vemos na fig. 8.17 que w = 4 (dB,, Oz) = X PP’ 0 (lados perpendiculares).
Logo, cosy = a/r, e vem

[
dp, =20 4 g - Hotd B:ijd32=“0’3 4 dl 3
¥ C

4

4rr Amr3, 4ntr
———
2na
pois r = constante ao longo de C. Finalmente,

_Wia, (8.3.9)

B = 2r? 2

(b) Potencial magnético
Vimos que o potencial magnético Wy ( P ) é dado por

_ Mol (8.3.10)

\V(P) - 471'. QP

onde (2, é o dngulo sélido do qual o circuito C € visto a partir do ponto P.
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Conforme mostra a fig. 8.18, esse €
o dngulo sélido associado a um cone
de 4&ngulo de abertura ©, onde
cos® =z/r ;Q, é a drea de uma es-
fera de raio = 1, centrada em P, que ¢
interceptada por este cone. Como o ele-
mento de drea sobre essa esfera €

sen® d®de,
Figura 8.18 Angulo sélido Q.
2z 2] 0
Qp=] do sen9’d9’=2n(—c059’)‘0 {| @p=2n(1-cos6) (8.3.11)
0 0

Logo, como r = (a®> + 227

T |
Mo ! <

A expressio obtida é vdlida no semiespago "acima" de C, onde Q, > 0; no semiespago
"abaixo" é preciso trocar o sinal (2, < 0).

A partir de y, calculamos B por

z (8.3.13)

In |
_ _ oW _Mid) oz,
B—-—gradw(z)_—z 3z 2 oz haz-*_zz‘)l/z_“z
:uoi'(a2+z2—z2)i { B = Woia

2 (@+2)" 2 (0 +22)"

que € o mesmo resultado (8.3.9). Em particular, o campo no centro da espira € dado por

B(o) = Ho' ; (8.3.14)

2a

Espira como dipolo magnético

Para z >> a, resulta

~Hoia2:~_UOiS_Uom 813.15
Ble) = 22 ‘T g 2ng (8:3.15)
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onde S € a drea orientada da espira e m = iS o momento de dipolo magnético associado

a ela.

Com a correspondéncia 1/€, — o, p — m, este ¢ o mesmo resultado
(4.4.10) para o campo de um dipolo elétrico no eixo. Para um ponto qualquer r, com
r >> a, temos, analogamente a (4.4.8), o campo de dipolo magnético.

. u_(,{_3(m5- r)r

A 2
an L r

m|

3
r

)

m=iS=na’i2 (8.3.16)

(a)

(b)

Figura 8.19 Comparagdo entre as linhas de forga do campo
de um dipolo elétrico (a) e de um dipolo magnético (b).

Para distincias muito maiores que as dimensdes do dipolo, os dois campos tém a
mesma estrutura, mas ndo a pequenas distincias. As linhas de E comeg¢am e terminam nas
cargas; as de B sdo fechadas, e "atravessam” o dipolo em sentido oposto as de E (fig. 8.19).

Exemplo 3 - Bobina toroidal

Figura 8.20 Bobina toroidal

Consideremos uma bobina enrolada em
forma de toro, de raio interno a e raio
externo b, e com um nimero muito gran-
de N de espiras (de modo que espiras ad-
jacentes estdo muito préximas entre si),
percorrida por uma corrente estaciondria
i (fig. 8.20).

Por simetria (considerando tam-
bém a superposi¢cdo dos campos das es-
piras), as linhas de B dentro da bobina
devem ser circulos concéntricos com o cen-
tro O do tord6ide, e a magnitude de B deve
ser independente de 0. Logo, tomando
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uma linha circular C de raio r, a lei de Ampére da

4B-dl=2an=uoNi (8.3.17)
c |

pois as N espiras, de corrente i, atravessam C. Logo,

Mo Ni -

B(r) = Ty 0 (a<r<b) (8.3.18)

Para r < a, C nilo seria atravessado pela corrente, de forma que B = O;parar > b, C
¢ atravessado duas vezes por cada espira, uma com i entrando e a outra saindo, de modo
que a intensidade resultante que atravessa C é novamente = 0, ou seja,

B(r)=0 (r<a ou r>b) (8.3.19)

- v . . Pl * rd C M
Assim, o campo B fica inteiramente confinado dentro do tordide , o que € ttil em muitas
aplicagOes (hd alguma analogia com o capacitor plano).

Exemplo 4 - Campo de um solendide

O raio médio do toréide no exemplo 3 €

R==(a+b)

2=

e podemos escrever

N=2nRn

onde n é o niimero médio de espiras por unidade de comprimento ao longo do tor6ide.
O resultado obtido para o toréide fica-entdo

B() = poni 0 (a<r<b)

(8.3.20)
B(r) = O fora do tordide

Que acontece se fizermos a e b tender a oo, mantendo fixa a diferenga b — a, que
corresponde ao didmetro do tor6ide? Como o limite de um arco de circulo quando o raio

= Isto ndo é rigorosamente exato, pois as espiras descrevemn uma hélice, de forma que a corrente tem uma pequena
componente axial, que d4 a volta ao tordide, mas o campo que "escapa” ¢ muito pequeno, em confronto com o campo
interno, para N grande.

e
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Figura 8.21 Solendide
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do circulo — e é um segmento de reta,
o limite do tordide é um solendide infini-
to (bobina cilindrica). Supomos que se
mantém constante o niimero n de espiras
por unidade de comprimento, com um en-
rolamento sempre muito compacto (espi-
ras adjacentes bem préximas). Temos en-
tio R/r > 1 (R — o),0quedd

Bzuonii

dentro do solendide

(8.3.21)

fora do solendide

ou seja, o campo magnético fica confinado dentro do solendide, onde é uniforme e

tem a dire¢do axial, e sentido positivo em relagéo as espiras orientadas (fig. 8.2.1). A

magnitude B do campo é o vezes o produto da intensidade de corrente pelo niimero

de espiras / (unidade de comprimento).

Esse tltimo resultado também decorre imediatamente da uniformidade, direcéo e

sentido do campo, aplicando a lei de Ampére a um circuito retangular como o ilustrado

na fig. 8.21(verifique!).

N. V0.0.0.9.9.9, 'A'A."")
Z SN

Figura 8.22 Campo de um solendide finito

Para um solendide real, que é finito, o
campo "escapa” pelos intersticios entre as
espiras e, principalmente, pelas extremi-
dades do solenéide, mas (fig. 8.22) o
campo na regido central ainda permanece,
com boa aproximacio, uniforme e dado
pela expressdo acima; o campo fora é
muito menos intenso do que dentro.
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8.4 Forg¢as magnéticas entre correnfes

z i ) Consideremos dois fios retilineos muito
14 f= = ! i
T T T_‘ L“ T 2 longos paralelos, percorridos por corren-
I p | tes estaciondrias i; € i,. Suponhamos
P f A primeiro que elas sdo de mesmo sen-
OI‘I <p< =) @ tido, que adotamos como o de Oz
[

: | . A A A
I dF2(1) (fig.), e sejam (p, ¢,2) 0Os versores as-

1
' sociados a um sistema de coordenadas ci-
I ‘ ‘ I lindricas com origem num dos fios (fig.

8.23), e a distincia entre os fios.
Figura 8.23 Forga de uma corrente sobre outra hepo

O campo magnético B, produzido por i{; num ponto do segundo fio € dado por

£
1

M~ Q1
1CL. \©O

(21 17

(O0.1.14}]

_Ho 4 .

B, = or Bl
T Pi2

A for¢a com que este campo atua sobre um trecho dl, do segundo fio ¢
(dl; = dl, 7)

i A
Uoy e
2Py ——

dFZ(l) = iz d]z X Bl = iz dlz 0

0 que da

aF0) _ Woih dF, -

d, ~ 2mp, DT a4 (83.22)

para a forca (atrativa) por unidade de comprimento exercida pela corrente retilinea i,
sobre a corrente paralela i ..

A tiltima igualdade (verifique-a!) exprime a 3.% lei de Newton.

Se i, tivesse sentido inverso ao de i, (dl; —» —dl;), a forca seria repulsiva:
correntes paralelas (mesmo sentido) se atraem; correntes antiparalelas (sentidos opostos)
se repelem. A forca de interagdo magnética entre as correntes € proporcional ao produto
das intensidades e inversamente proporcional a distdncia entre elas.

Podemos agora, finalmente, definir o ampére, unidade bésica do SI. Para
i,=i,=1A,p,,= lm, a for¢a por metro tem magnitude Wo/(21)=2 x10 'N:

fi
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O ampére é a corrente estaciondria que, quando mantida em dois fios retilineos
paralelos muito longos separados por uma distincia de 1m, produz entre eles uma forga
de interagdo magnética, por metro, de 2 X 10°N

Dai decorre a defini¢io do coulomb como unidade de carga e, através da lei de
Coulomb, a possibilidade de determinar experimentalmente o valor de € por medidas
puramente eletromagnéticas ([Lo € prefixado como 4 T X 107" N/A?). Este resultado

desempenhara um papel importante no Capitulo 12.
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PROBLEMAS

1. No modelo de Bohr para o 4tomo de hidrogénio, o raio ao da 1.* 6rbita circular do
elétron € dado pela condigdo de quantizagdo L=7, onde i = 1.055 X 107 7J.s e L é a magni-
tude do momento angular do elétron em relagdo ao nicleo (préton). (a) Usando essa condigdo,

Y l\r\dn 2ne aoni A

A + o ch et
T E i € € 540 a5 mMagnitiaGes Ga miassa € Carga

mostre que ao = 4meofi 2/(me?), onde s
respectivamente, Calcule o valor de ao. (b) Calcule a intensidade de corrente i associada ao
movimento do elétron na sua érbita. (¢) Calcule a magnitude do campo magnético produzido por
essa corrente na posigdo do niicleo. (d) Calcule a magnitude |l p do momento de dipolo magnético
associado A corrente (magneton de Bohr), e mostre que ug/L = e/(2m ) (razfio giromagnética

clédssica). Obtenha o valor numérico de g .

d 14¢
a0 cieiron,

2. Dois fios retilineos paralelos muito longos (tratados como infinitos), separados por uma
distancia 2b, transportam correntes de mesma intensidade i, em sentidos opostos (um € o retorno
do outro). Considere um ponto P qualquer do plano dos dois fios. Sobre a perpendicular aos fios
que passa por P, tome a origem O a meio caminho entre os fios, € seja x a abcissa de P em relagdo
a 0. (a) Calcule a magnitude B(x) do campo magnético em P, para | x | < b (supde-se que a distincia
de P a cada fio é muito maior que o didmetro do mesmo). (b) Idem para | x!{>b. (c) Trace um
grifico qualitativo de B(x).

3. Uma espira em forma de retingulo, de lados 2a e 2b, transporta uma corrente de
intensidade i. (a) Calcule a magnitude do campo magnético no centro do retdngulo. (b) Tome o
limite do resultado para a >> b e discuta a relagio com o encontrado no Problema 2.

4. Uma espira quadrada de lado L é percorrida por uma corrente i. (a) Determine, em
mddulo dire¢io e sentido, o campo B(z) num ponto P situado sobre o eixo da espira (reta perpen-
dicular ao seu plano passando pelo centro O da espira), a distdncia z de O. Para z = 0, relacione
o resultado com o do problema 3. (b) Interprete o resultado obtido para z >> L.

5. Nas figs. (a) e (b), as porgdes retilineas dos
fios sd0 supostas muito longas e a porg¢do se-
micircular tem raio R. A corrente tem inten-
sidade i. Calcule o campo B, em mdédulo, di-
regdo e sentido, no centro P da porgido
(b) oP semicircular, em ambos 0s casos.




7. A espira retangular da figura, de
lados a e b, € percorrida por uma corrente i.
Calcule a forga F exercida sobre ela por um
fio retilineo muito longo, que transporta uma
corrente i ’, situado a distdncia d da espira (dé
médulo, diregio e sentido de F).

_;__,bN

O
o
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6. O circuito da figura ao lado, formado por
dois lados retilineos e dois arcos de circulo,
subtendendo um setor de angulo 8, é percor-
rido por uma corrente de intensidade i. Cal-
cule o campo magnético B no ponto P (centro
do setor circular).

«—d —»

8. Duas bobinas circulares coaxiais idénti- -
cas, de espessura desprezivel, com N espiras
de raio @ em cada bobina, transportam cor-
rentes de mesma intensidade i e mesmo
sentido, e estdo colocadas uma acima da
outta, com seus centros C e C’ separados
por uma distincia a (fig.). Considere o
campo B(z) ao longo do eixo, na vizinhan-
¢a do ponto médio O do segmento C C’, to-
mado como origem. (a) Calcule B(O). (b) Mos-
tre que dB /dz (0) = d*B /dz* (0)=0.

Dai resulta que esse dispositivo (bobinas de
Helmholtz) produz um campo muito préximo
de um campo uniforme na vizinhanga da re-
gido central.
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9. Considere um solenéide finito de raio a e comprimento L, com n espiras por unidade
de comprimento, percorrido por uma corrente i. Tome a origem O no centro do solenéide, com
eixo x ao longo do eixo de simetria do cilindro. (a) Calcule a magnitude B(x) do campo magnético
num ponto do eixo a distancia x do centro, tanto dentro como fora do solendide. Quais os valores
no centro € nas extremidades? (b) Obtenha e interprete o comportamento de B(x) para x >> a, x
>> L. (¢) Com L = 10q, trace um grifico de B(x)/B(0) em fungdo de /L para 0 < x/L < 1,5.
Sugestio: Obtenha o campo do solendide somando (integrando) o campo das espiras circulares ao
longo do eixo.

10. Um disco circular de material isolante, com raio R ¢ espessura desprezivel, estd
uniformemente carregado com densidade superficial de carga ¢ e gira em torno do seu eixo, com
velocidade angular . (a) Calcule o campo B no centro do disco. (b) Calcule 0 momento de dipolo
magnético m associado 2 rotagio do disco. Sugestio: Imagine o disco decomposto em faixas,
tratando-as como correntes circulares.

11. (a) Calcule (pela lei de Amper u de Biot e Savart) o campo magnético B devido a
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de Biot e Savart, que a porgdo do fio a esquerda de P contribui com B/2.
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(b) Uma corrente continua de intensidade I percorre o fio representado na fig., que tem uma por¢io
retilinea muito longa paralela a Oz. Calcule o campo magnético B produzido por esta corrente no
ponto O, centro de semicirculo.
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(O uso em larga escala da energia elétrica, que revolucionou toda a sociedade
industrial, tornou-se possivel gragas a descoberta, por Faraday, do fendmeno da indugdo
eletromagnética.

Michael Faraday (1791-1867), universalmente considerado como um dos maiores
experimentadores de todos os tempos, era filho de um ferreiro, um de dez irméos, e sé
teve instrugdo primdria. Trabalhou como entregador de jornais e, aos 12 anos, empregou-
se como aprendiz de encadernador. Educou-se também lendo os livros que encadernava,
em particular a "Enciclopédia Britinica".

Aos 19 anos, ganhou de um fregués entradas para assistir a uma série de confe-
réncias de Sir Humphry Davy (que descobriu os elementos sédio e potdssio, usando
eletr6lise) na Royal Institution de Londres. Tomou notas das conferéncias e entregou um
exemplar a Davy. Este, impressionado, nomeou-o como seu assistente de laboratério.

As "Pesquisas Experimentais sobre Eletricidade", que Faraday comegou a publi-
car em 1832, contém indmeras descobertas fundamentais: eletroquimica, a constante die- -
létrica, paramagnetismo e diamagnetismo, o "efeito Faraday" em magneto-Gtica, e muitas
outras. Foi ele quem criou a imagem das linhas de forga, que usava constantemente,
raciocinando de forma totalmente intuitiva, pois néo tinha preparo matematico.

Arago havia mostrado que uma barra de ferro ndo-imantada se imanta quando
nela se enrola um solendide percorrido por uma corrente elétrica. Ocorreu a mais de um
cientista procurar um efeito inverso: usar um fméa permanente para produzir uma corrente
numa bobina.

Um fisico suico muito cuidadoso tentou detectar uma tal corrente usando um
galvanémetro muito sensivel. Para eliminar qualquer perturba¢do do fmid sobre o galva-
ndmetro, colocou-o numa sala vizinha; depois de inserir o fmé na bobina, ia ler o galva-
ndmetro (ligado i bobina por fios muito longos) na outra sala... e ndo via nenhum efeito.
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Em agosto de 1831, Faraday enrolou ~ 70 m de fio de cobre em torno de um
bloco de madeira, inserindo um galvandmetro no circuito. Enrolou outros 70 m, isolados
do primeiro, e ligou-os a uma bateria. A principio, ficou desapontado: uma corrente
estaciondria no segundo circuito ndo afetava o galvandmetro, ligado ao primeiro. Faraday
notou, porém, que aparecia uma deflexdo no galvandmetro quando — e s6 quando — o
outro circuito era ligado ou desligado. Ou seja: a corrente era induzida pela variacdo do
campo magnético devido ao outro circuito. O resultado foi comunicado a Royal Society
em 24-11-1831. O fisico americano Joseph Henry publicou uma observagio semelhante
em 1832,

Numa experiéncia posterior, Faraday aproximou um imd permanente cilindrico
de um solendide ligado a um galvanémetro. Quando a barra era introduzida no solendide,
0 galvandmetro acusava a passagem de uma corrente. Quando era removida, produzia-se
uma corrente em sentido oposto.

Faraday percebeu logo que um efeito andlogo se produzia quando o solendide
era aproximado ou afastado do fmi, ficando este em repouso: a indugdo de corrente
dependia apenas do movimento relativo entre o {ma e a bobina, resultando numa variagcdo
do campo magnético que a atravessava.

Foi para encontrar a lei gquantitativa da indugdo que Faraday introduziu o conceito
de linhas e tubos de forga, definindo o que hoje corresponde ao fluxo do campo magnético
através de um circuito.

9.1 A lei da indugdao

MNancidavarmiac man Mnira comnira £ da £1a
LAULDIUCTCHITIUD Ullla Uulliva Caplad w Juc 1v,

= B
n imersa num campo magnético B e orien-
tada como indicado na fig. 9.1. O fluxo

de B através-da espira é

ﬁkszwmszdhﬁ (9.1.1)
S N

dé

C onde S € qualquer superficie de contorno

Figura 9.1 Espira num campo B C, orientada (a orientagdo de n correspon-
de a de C). O fato de que @ s6 depende
de C, e nio da escolha de S, decorre de ser §z B-dS = 0 para qualquer superficie
fechada Z. |
Seja R a resisténcia da espira C. A lei de Faraday pode entdo ser enunciada em
termos da corrente i induzida em C quando ® ¢ varia com o tempo:

e (9.1.2)
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A existéncia dessa corrente na espira estd associada, como sabemos, a uma fem
(forga eletromotriz) & dada por

, dd,
&=Ri=-——E 9.1.3)
dt
O significado do sinal (—) nessas expressdes serd discutido na Se¢. 9.2. A va
riacio de @ com o tempo pode ser devida ao movimento de C axa,é, de um campo B

constante, ou a variagdo de B com o tempo, o circuito C permanecendo f1x0 ou ainda a
deformagio do circuito C. O resultado s6 depende da taxa de variagdo de ® ¢ com o
tempo, qualquer que seja a origem desta variagdo. Vamos ver agora que, num desses
casos, € possivel deduzir o resultado a partir da forga de Lorentz.

(a) Circuito C movel num campo B fixo
Se o fio se move com velocidade v num campo B fixo, os elétrons livres, trans-
portados com esta velocidade, ficam sujeitos & for¢a de Lorentz; para cada um deles,

F=-evxB
Como essa € uma forga de origem nfo-eletrostdtica, podemos associar-lhe um "campo
elétrico equivalente" E® (Se¢. 6.8), dado, por defini¢do, por
F=-EY { |EY=vxB (9.1.4)

A forga eletromotriz correspondente ao longo do circuito C € entdo

&= ;CE(") dl= chl -(vXB) (9.1.5)

Para relacionar essa expressio com a variagiio de @ ¢, consideremos duas posi¢des su-
cessivas de C, nos instantes ¢ e ¢ + dt. Durante o intervalo de tempo dt, cada ponto de C
sofre um deslocamento v dt. -

O produto vetorial

dl x vdr = fi, dS = dS, (9.1.6)

representa o elemento de drea orientado
A v

(n; = normal externa) da superficie late-
ral §; do volume cilindrico gerado pelo
deslocamento de C; as bases sdo as posi-
¢oes C, e C,.q4 da espira nos instantes ¢
e t + dt, respectivamente, ¢ as normais
externas correspondentes sdo (fig. 9.2)

A A
-, ¢ +Nyy.

As superficies das bases, S, €
Figura 9.2 Variagdo do fluxo através p !

de um circuito C mével St+ar, formam, juntamente com §;, um
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cilindro fechado S = S, + S.+a4 + S:, e temos entdo

JBdSOJ. : IB ds +J-BdSl

S
a (“t+dtd5) Y (Ras)

=@r D + [ dix(vdr)-B
e ! C ~———

fi,dS
o que da
dzg[c (dIxv)-B=—(d, P )=—ddc

=dl{vxB)

=dI-E(®)
ou seja,

(e) -_L¢c
JC dl=6&= dt (9.1.7)

que € a lei da inducdo (forma integral).

(b) Circuito C fixo e B varidvel

de Lorentz sobre os elétrons, mas a experiéncia mostra que o resultado permanece valido:

{5:—— = J-B dS = I— ds : (9.1.8)

onde o dltimo membro (derivada debaixo do sinal de [) resulta de ser C fixo, e somente
B variar com ¢.

Neste caso, ndo havendo mais forga de Lorentz, a forga eletromotriz corresponde
a um campo elétrico E, que niio € mais eletrostdtico, devido a variagio com o tempo, €
adquire assim uma circulagio # 0 ao longo de uma curva C fechada:

é:g(E-dlz—_[%l}--ds
C S ai

Temos, por outro lado, pelo teorema do rotacional,
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JEdlerotE-dS
C S

Como o resultado vale qualquer que seja o circuito C, inferimos que

otE =28 (9.1.9)
ot

que ¢ a forma diferencial da lei da indugdo de Faraday, e corresponde a uma das equagdes
de Maxwell.

A interpretagdo fisica desse resultado é: um campo magnético varidvel com o
tempo produz um campo elétrico (que ndo é mais eletrostatico).

A existéncia desse campo elétrico, independentemente de haver um circuito ma-
terial C, serd ilustrada mais adiante, no exemplo do bétatron (Seg¢. 9.4).

P

E notdvel que a mesma lei descreva situagdes fisicas aparentemente tdo
distintas quanto as duas que acabamos de tratar. Esse fato chamou a atengfdo de
Einstein: logo no primeiro pardgrafo de seu célebre trabalho de 1905 "Sobre a Ele-
trodindmica dos Corpos em Movimento”, onde formulou a teoria da relatividade
restrita, ele diz:

"E bem conhecido que a eletrodinimica de Maxwell — como é entendida atual-
mente — quando aplicada a corpos em movimento, leva a assimetrias que ndo parecem
inerentes aos fendmenos. Consideremos, por exemplo, a agdo reciproca de um imi e um
condutor. O fendmeno observdvel sé depende neste caso do movimento relativo entre o
condutor € 0 ima, mas a descri¢do usual estabelece uma distingdo marcante entre dois
casos, conforme um ou outro destes dois cerpos se mova. Se o ima se move e o condutor
estd em repouso, surge na vizinhanga do imd um campo elétrico com uma energia defi-
nida, que produz uma corrente no condutor. Mas, se o imi estiver parado e o condutor
em movimento, ndo aparece um campo elétrico na vizinhanga do {ma. Entretanto, no
condutor, aparece uma for¢a eletromotriz, a qual produz — supondo que o movimento
relativo € o mesmo nos dois casos — correntes elétricas idénticas as que aparecem no
caso anterior".

Consideragdes desse tipo desempenharam um papel importante na formulagio da
teoria da relatividade restrita, que serd discutida no Vol. 4.

9.2 Alei de Lenx

Vamos agora discutir a interpretagio do sinal ( — ) na lei da inducgio, que é devida
a H. Lenz (1834).
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Para isso, consideremos uma espira plana
condutora C orientada, com normal ﬁ ao
seu plano (fig. 9.3), e suponhamos que se
aproxime dela um {mad permanente, com
polo N voltado para a espira. Como o
campo B do ima tende a ser antiparalelo
aﬁ,temosB ‘N <0eo fluxo ®c do
campo do imd através de C é < 0. A me-

dida que o ima se aproxima, | ®¢| au-

Figura 9.3 Aproximagdo de um ima LCEREROIC UG AR T L
a uma espira

dd,

dt

Devido ao sinal ( — ) na lei da indugéo, isso implica que a fem induzida é positiva,

<0

§:§E-dl>o
C

ou seja, o campo E dentro da espira é tal que E- d1> 0. Logo, a corrente induzida i terd
a orientagdo de dl.

Mas isso equivale, como se vé na fig. 9.3, a criar na espira um dipolo magnético
cuja face N aponta para a face N do imé, produzindo portanto uma forga magnética de
repulsdo sobre o imi, que tende a afastd-lo da espira, opondo-se ao seu movimento. O
sentido da corrente induzida é aquele que tende a se opor a variagdo do fluxo através
da espira. Essa € a lei de Lenz, que da a interpretagdo do sinal (—).

Também podemos perceber isso notando que a corrente induzida i produz seu
préprio campo magnético, o qual, como se vé na fig. 9.3, tende a ter a dire¢fio e o sentido
de N, criando um fluxo magnético positivo através de C, que atua em sentido oposto ao
aumento do fluxo ®¢ < 0 devido a aproximagdo do ima.

Se o ima se afusta da espira, em lugar de aproximar-se, isto corresponde a
d®c/dt > 0, eafem induzida & € < 0 neste caso, produzindo uma corrente induzida
i < 0 na espira. A face sul do dipolo correspondente aponta agora para o ima, tendendo
a atrai-lo de volta, ou seja, novamente opondo-se a variagdo do fluxo através de C.

Note-se que o campo B do ima aponta no mesmo sentido nos dois casos. Assim,
a corrente induzida ndo se opde ao campo; opde-se a variagdo do fluxo.

Pela mesma razdo, quando se tem uma corrente circulando num circuito e se
desliga a corrente por meio de um interruptor, a fem induzida atua no sentido de manter
a corrente circulando (impedindo a reducdo do fluxo), e a varia¢do brusca, produzida pelo
interruptor, gera uma fem suficientemente elevada para fazer saltar uma faisca, fechando
o circuito através do ar. A corrente na espira atua como se tivesse inércia, opondo-se a
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sua prépria variagio. Veremos mais adiante como se exprime quantitativamente essa
inércia (Seg. 9.5).

A lei de Lenz estd diretamente vinculada ao principio de conservagdo da energia.
Com efeito, se a fem induzida tivesse sinal oposto ao da lei de Lenz, ela tenderia a
favorecer a variagido de fluxo. No exemplo do imi cuja face norte se aproxima da espira,
uma corrente em sentido oposto ao da lei de Lenz criaria uma face sul na espira, atraindo
o fmi para ela e acelerando o seu movimento. Ele ganharia energia cinética e a0 mesmo
tempo produziria o calor no efeito Joule através da corrente induzida na espira, violando
a conservagdo da energia.

Para um ima em queda livre em diregfio a espira, a conservagéio da energia exige
que a energia dissipada pela corrente induzida em efeito Joule se obtenha & custa de uma
redugdo da energia cinética do ima: o campo magnético da corrente induzida deve tender
portanto a freiar o imi, em conformidade com a lei de Lenz.

Correntes de Foucault

Se uma espira condutora € solta em queda
livre sobre um ima permanente (fig. 9.4),
a corrente i induzida criard um dipolo
magnético que tendera a ser repelido pelo

im3, produzindo, como acima, uma forga

F de freiamento da espira, andloga a uma

forga de atrito viscoso.

Figura 9.4 Espira condutora
cainda sobre um im&

Analogamente, consideremos um péndulo
metdlico suspenso de um ponto P, que,
durante sua oscilagdo, penetra numa re-
gido (por exemplo, entre os pdlos de um
eletrofmd) onde existe um campo magné-
tico, perpendicular ao papel e dirigido pa-
ra baixo (regiio ® ® na figura). A fig. 9.5
(a) mostra que serdo induzidas no disco
metélico correntes que tendem a se opor
& variagdo do fluxo através dele. Essas
correntes de Foucault equivalem a uma

forga de atrito viscoso tendente a freiar o

Figura 9.5 Corrente de Foucauit
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disco, como se ele estivesse penetrando num fluido viscoso (mel, por exemplo).

Podemos reduzir grandemente esse efeito cortando uma série de fendas no disco
do péndulo, como num pente [Fig. 9.5(b)]. Com efeito, nesse caso, reduzimos muito o
fluxo nas partes metdlicas, € ao mesmo tempo obrigamos cada corrente a percorrer um
caminho mais longo, aumentando a resisténcia — e diminuindo, correspondentemente, a
intensidade das correntes de Foucault induzidas.

Em vdrios tipos de equipamentos elétricos com partes méveis, as correntes de
Foucault constituem um fator de perda de poténcia, de forma que se procura minimiza-las
utilizando artificios andlogos aos da introdugdo das fendas no exemplo acima (construgio
laminada, com placas isoladas umas das outras).

Exemplo 1

Consideremos uma haste metdlica A A
que se desloca sobre trilhos fixos em for-
ma de U dentro de um campo B uniforme

dirigido perpendicularmente para baixo
(fig. 9.6), mantendo bom contato com os
trilhos, de modo a formar um circuito
condutor fechado A C C’A’ (fig. 9.6). Po-
demos supor que a haste vertical fixa
C C’ dos trilhos tem resisténcia bem mais
elevada do que o resto dele, de modo que

a resisténcia total R do circuito pratica-

mente nio muda no deslocamento, apesar

do aumento do cofnprimento ! dos lados

Figura 9.6 Haste metdlica mével AT . ’
sobre trilhos num campo B CA e C’ A’ amedida que a haste A A" se

desloca para a direita.

A e .
Se a normal n ao plano do circuito é orientada para cima, o fluxo ® do campo
através do circuito € negativo, e dado por

bd=-Blh (9.2.1)

onde h é a largura do trilho. Logo, a fem induzida é

_dae . d_ (9.2.2)
&= dt—Bhdt—Bhv

onde v é a magnitude da velocidade com que a haste mével A A” se desloca para a direita.
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A corrente induzida i tem assim o sentido positivo (anti-hordrio), como indicado
na fig. 9.6, e é dada por

Bhv
R

(9.2.3)

===

x| 6n

A for¢ca magnética F,, com que o campo B atua sobre a haste A A” tem portanto o sentido
indicado na fig. 9.6, oposto a v, e é dada por

; - h2B2
F,=i] dixB=-inBl { F,=-tv (9.2.4)
A

R

que é, conforme previsto acima, uma forga de atrito resistente, proporcional a velocidade.
Se quisermos manter a haste A A” em movimento com velocidade v constante,
temos de puxd-la para a direita, exercendo uma for¢a F = —F,, .
O trabalho realizado por essa for¢a F por unidade de tempo (poténcia mecénica
fornecida) é

2 np?
ﬂ:p-whf 2 (9.2.5)

Por outro lado, a poténcia dissipada pela corrente induzida (efeito Joule) €

212
éf=Bhv-B—’”’,= B i V2 (9.2.6)

. R R

Vemos portanto que os resultado sido consistentes com o principio de conservagdo da
energia: a poténcia fornecida pelo trabalho mecanico de puxar a haste € igual a poténcia
dissipada em calor pelo efeito Joule. Isso também concorda com a discussio do sinal na
lei de Lenz.

9.3 Geradores e motores

No exemplo 1, que acabamos de tratar, a poténcia mecénica fornecida Fv é
convertida numa corrente elétrica i, que permanece constante enquanto a haste se desloca
com velocidade v constante, permanecendo dentro do campo uniforme B. Temos assim
um "gerador lin~ar" de corrente continua — nado muito prético, porque deixa de funcionar
assim que a haste mével sai da regiio onde ha campo! Mas j4 ilustra o principio basico
de um gerador que utiliza a indugfo eletromagnética.
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Uma adaptagdo do mesmo circuito ilustra

o principio basico de um motor de indu-

4

¢d0. Consideremos a situagio ilustrada na

fig. 9.7, em que uma bateria gera uma

diferenga de potencial V entre os trilhos,
fazendo passar uma corrente i em sentido
oposto ao do Exemplo 1. A for¢ca mag-
nética F,, € entdo para a direita, ¢ é equi-

Figura 9.7 Modelo de motor linear

librada pela forga peso mg, transmitida a
haste A A” através de uma polia, permitindo que A A’ se mova para a direita com veloci-
dade v constante (que é também a velocidade com que o peso sobe).

R . A o
Como i flui em sentido oposto ao do Exemplo 1, a normal n ao plano do circuito
tem de ser orientada agora para baixo, de modo que a fem induzida também troca de
sinal:

&=-Bhv (9.3.1)

Como ela tem sentido oposto a fem V da bateria, chama-se entdo uma forca contra-ele-
tromotriz. A intensidade da corrente é

el L 107 (9.3.2)
R

O que determina a velocidade v? A forca magnética € equilibrada pela forga-peso. Logo,

F,,,zihB:(%——l%K]hB:mg
o que d4
Egzz%_% {"Wi(%‘%J (9.3.3)
Logo,
. V. Bhw V (V mg . mg
1=E—T=~E—(E—TI—§) { i=2p (9.3.4)

A poténcia elétrica fornecida pela bateria para alimentar o "motor” é Vi. Parte dela é con-
vertida em energia mecanica, fazendo subir o peso mg com velocidade v, e parte ¢ dissipada
em calor pelo efeito Joule (poténcia i R). Logo, para que haja conservagio de energia,
devemos ter: poténcia elétrica fornecida = poténcia mecéanica gerada + poténcia dissipada:




Com efeito, temos:

- _y g
Vt—VhB

mgyv =mg 7 — i 1 R
hB hB

m 2
R = (—ﬁ

hB
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Vi=mgv+i’R (9.3.5)

2p_ mgVy .
mgv+i‘R = WE =Vi

Esse € um balango de energia tipico de um motor.

Geragdo de corrente alternada

O "quadro", de 4rea S (normal orientada
ll;) ¢ formado de N espiras (na fig. 9.8,

Escova g B wN= 2), e € feito girar dentro de um campo
~a magnético B uniforme (por exemplo, entre
} os polos de um eletrofm), com velocidade
f Escova angular constante , deAmodo que o angulo
0 entre B e a normal n ao quadro é dado
i por
Figura 9.8 Modelo gerador —

de corrente alternada 0= o1 et

O fluxo através das espiras €
O=NB-S=NBScosb=NBS cos(oot) (9.3.7

A fem induzida é portanto
dd

-——= (DNBSsen(u)t) (9.3.8)

dr

que € uma fem alternada (fig. 9.9). Ela é

aparece entre o5 pontos P e P’, que po-

&
"coletada" pelas escovas em contato com
/\ os anéis girantes, soliddrios com as extre-
o \—/ =t midades do q:-dro (veja a fig. 9.8), e

Figura 9.9 Forga eletromotriz

alterada

dem ser ligados a uma "carga" externa,
completando o circuito.
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/'i Se a resisténcia externa é R (fig. 9.10), a
corrente i serd
Gerador @
i &
AC =& ONBS 9.3.9
i=p=—p sen (1) (9.3.9)
Mas jd vimos que, nesse caso, o quadro

Figura 9.10 Gerador com se comportard como um dipolo magnético
resisténcia externa de momento

m=iSNn (9.3.10)

e ficard sujeito a um torque de magnitude

T=|mxB|=iSNBsenf=iSN Bsen (w1) (9.3.11)

Para que o quadro permanega girando com velocidade angular constante ®, € preciso
fornecer-lhe uma poténcia mecénica

daw

=, = 0t= i®S N Bsen (wr) (9.3.12)

Vemos portanto que

— =i ' (9.3.13)

onde o segundo membro representa a poténcia elétrica gerada (desprezamos o atrito € a
poténcia necessdria para produzir B). Assim, a poténcia mecénica fornecida € convertida
em poténcia elétrica. Em Itaipu, a poténcia mecdnica é devida a queda da dgua represada,
que faz girar as "armaduras” dos geradores.

9.4 O bétatron

Pega polar Orbita
Inje¢ao
Peca polar
C
Vista lateral Vista de cima

Figura 9.11 Esquema de um bétatron
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O bétatron € um acelerador de elétrons, em que eles descrevem 6rbitas circulares sob a
agdo de um campo magnético, mantendo o raio r da érbita fixo e acelerando-se constan-
temente, devido a variagdo de B com o tempo (fig. 9.11).

O elétrons circulam dentro de uma cimara toroidal em alto vdcuo. O campo
magnético € gerado por em eletroimd cujo enrolamento (bobinas) é percorrido por uma
corrente alternada, e as pegas polares produzem um campo inomogéneo, mais intenso na
parte central do que lateralmente, mas com simetria axial.

Se B, € o campo sobre a drbita, tratado como uniforme, sabemos que o raio r é
dado pela (7.17):

r=—-L { p=eB,r 941

0

onde p € a magnitude do momento do elétron e ¢ a magnitude da sua carga. Pode-se
mostrar que este resultado vale mesmo para velocidades relativisticas (que sdo usualmente
atingidas no bétatron).

Como B varia com a distidncia ao eixo, definimos o valor médio B,, de B sobre
a drea S da Orbita por

B,,,Eif B-idS=—% (9.4.2)
hY

onde @ é o fluxo magnético que atravessa a Grbita.

Pela lei da indug@o, a forga eletromotriz ao longo da 6rbita C é

_ 4% d o \_ ,dBy, |
&=- dr ~ _dt‘(m B’") =T (©.43)
e
&= § E-dl=2nrE (9.4.4)
c
pois | E| =constanteaolongoda érbita, por simetria.
A for¢a tangencial sobre um elétron (que o acelera) é
e&6 erdB

mpFmee— o 22 Om 94.5
P = ™2 " s

¢ dd (também relativisticamente) a taxa de variagdo do momento p do elétron:
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dp er dB
8L _ & 8 A,
F dt 2 dt (9.4.6)
Mas, como vimos,
_ dp _ dB,

p=eB,r { a ¢ a4 9.4.7)

Para que as (9.4.6) e (9.4.7) sejam compativeis, devemos ter
1
B, = 3 B, (9.4.8)

ou seja, 0 campo sobre a érbita deve ser a metade do seu valor médio sobre a drea S da

6rbita. E para satisfazer a essa condigio que as pegas polares (ém de ser projetadas com
- . *

a forma indicada aproximadamente na fig. 9.11

B Para que os elétrons sejam acelerados,

dp
O ’ ) \ = . -
\/ t ¢ preciso que seja

Figura 9.12 Campo B como dB, >0

fungdo do tempo dt

além de B, > 0 (para que a 6rbita seja descrita num dado sentido).

O campo B, como a corrente nas bobinas do életroimﬁ, é alternado, tendo uma
varia¢do sinusoidal com o tempo ¢. Logo, s é aproveitado para aceleragdo 1/ 4 de cada
ciclo (regides hachuradas na fig. 9.12). Os elétrons sdo injetados a cada ciclo.

Ao fim do perfodo de aceleracdo, injéta-se »m pulso de corrente, que expande a
6rbita e leva os elétrons a colidir com um alvo, emitindo raios X de energia elevada, para
utilizagdo em fisica nuclear ou fisica médica. A energia final dos elétrons pode atingir
algumas centenas de MeV. Para energias mais altas, a perda de energia dos elétrons por
emissdo de radiaco eletromagnétiza nio permite mais usar esse processo de aceleragdo;
utilizam-se aceleradores de outro tipo, os sincrotrons.

2 Além disto, é preciso garantir a estabilidade da 6rbita.
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9.5 Indutancia motua e auvto-indutancia

Uma das experiéncias de Faraday con-

' sistiu em induzir uma corrente numa bo-
et bina fazendo variar a corrente em outra
| | bobina: o fluxo magnético assim produzi-
' ! ! do atua sobre a outra e sua variagdo gera
acorrente.

Consideremos dois solendides coaxiais
muito longos, de mesmo comprimento I,
um de raio R, e N, espiras, e 0 outro de
raio R, > R, e N, espiras (fig. 9.13).

Se fizermos passar uma cor-
rente i; estaciondria pelo solendide 1

(de raio R,), o campo B, que ela pro-
Figura 9.13 Indutancia mitua duz ¢ dado por (longe das extremida-
entre dois solendides des do solendide)

N ..
Bi=ug—420<r<R
1 Hol 1 ( 1) 9.5.1)

=0 (r>R1)

O fluxo @ 2, produzido por B, sobre as N, espiras do solendide 2 (ndo-nulo apenas
dentro de 1) é

NN,

l (rR)i

Do) =Nz J.S B, 2dS=N;B -(nR?)=p,
2

que € proporcional a i,:

Dy =Ly, 4 (9.5.2)

onde a constante de proporcionalidade (ou seja, o fluxo induzido por unidade de corrente
indutora)

(rR?)
L, = WyN,\N, m—l—‘—- (9.5.3)

chama-se indutdncia miitua. Como ® se mede em webers e i em ampeéres, a unidade de
indutincia é o Henry, definido por

Wb
IT = 1H 9.5.4)
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Analogamente, se fizermos passar uma corrente estaciondria i, pelo solendide 2, ela
produz um campo

Bz = Ho']%lzf (0 <r< Rz)

(9.5.5)
e o fluxo @ | (2, deste campo através das N, espiras do solendide 1 é
- NN _
(1)1(2) =N1J; Bz'ZdS=N1B2‘(TCR12)=p0 11 2 anz)lz
1
0 que da
. UNN .
Dy =Lyh = ‘Ol—lz(ﬁ Rf)l2 (9.5.6)
onde
L, =1L, (9.5.7)

justificanco o nome de indutdncia nuitua (note que L2 ado se obtém pela substituigéo
1 & 2 na expressdo de La!).

Além de produzir um fluxo magnético no solendide 2, a corrente i; também
produz um fluxo ®, ) no proprio solendide 1: |

. N o
@) = Ny [ B, -2dS = NyB; (R ) = po— - mRY i

1

ou seja,

D, =L (9.5.8)

onde

2
N
L =L, =Y %n(&)z (9.5.9)

chama-se auto-indutincia do solenéide 1 (S, = drea de sec¢do). L, varia com (Nl)2
porque o fluxo sobre cada espira é proporcional a Nyi,, e o fluxo total no solendide
também € proporcional ao seu nimero de espiras N .

Analogamente, a corrente i, produz um fluxo @) no solendide 2 por onde ela
passa, dado por

J- A 2 (N2)2 2,
Dy(2) = N2 B B, -2dS = N;B, -(nR3 ) = Ho*_l—“(Rz) )
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0 que dd

D,y = Ly i, (9.5.10)

onde

W) (v,

2 (95.11)

L, =,

¢ a auto-indutincia do solendide 2. Note que as auto-indutdncias e a indutdncia mutua
sdo dadas por fatores puramente geométricos.

Se passa simultaneamente uma corrente i, pelo solenéide 1 e i, pelo solendide
2, os fluxos magnéticos correspondeutes através dos dois solendides serdo

Q=L+ Lah (9.5.12)
D, =Ly i+ L0
onde L21 = le 5
As expressodes acima dio
2 (NIN2)2
L1L2=Po"““l‘z‘_““ (R R,) {\/Ll'z TERRz
ou seja,
L, R,
T "R (9.5.13)
VA e 2

que é < 1, e tenderia a 1 no limite R, — R, mas somente se todo o fluxo fosse
concatenado. ' '

Correntes quase-estaciondrias

As expressdes dos ca}npos magnéticos de solendides empregadas acima foram
obtidas quando eles sdo percorridos por correntes estaciondrias. Entretanto, € de se es-
perar que elas permanecam vdlidas para correntes i, () e i, () varidveis com o tempo,
ou seja que D () e O, (1) se obtenham simplesmente substituindo os valores de i (r)
e i» (f) no mesmo iastante t, desde que a variagdo de i, € i com o tempo seja suficien-
temente lenta. Que significa isso?

Veremos que, como conseqiiéncia das equagbes de Maxwell, as interagdes ele-
tromagnéticas ndo sdo instantineas {como nas teorias de agdo a distancia), mas se pro-
pagam com velocidade finita, que € igual a ¢, a velocidade da luz no vicuo. Logo, dizer
que a variacdo das correntes € lenta significa que elas variam muito pouco durante o
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tempo que a luz leva para atravessar as dimensées tipicas dos circuitos considerados.
Por exemplo, para correntes AC de 60 ciclos, o tempo caracteristico de variagdo das
correntes é
1
S
ao passo que a luz leva

= %x 107%s

para percorrer uma distincia de I metros. Para circuitos de dimensdes [ tipicas, vemos
que a aproximagdo de correntes quase-estaciondrias, em que substituimos as cor-
rentes pelos seus valores instantineos, € excelente (mas nido para microondas,
onde o periodo é ~ l/c!).

Podemos entdo concluir da lei da indugdo que, se i, (¢) € a corrente varidvel num

circuito 2, a fem &, induzida por essa variagdo num circuito 1 serd

d diy
bi=-g Bypy ==Lz (9.5.14)

onde L |, é a indutdncia mitua entre os dois circuitos. Analogamente, se i, (f) € a corrente
em 1, a fem induzida 6, em 2 &

d di
{52 == Dy) =—Ly; 7y (9.5.15)

O resultado encontrado acima para o exemplo dos dois solendides € geral:

-

L, =L, (9.5.16)

Isso estd longe de ser 6bvio para dois circuitos quaisquer, mas ndo poderemos dar a
demonstragdo (ela decorre da introdugio do potencial vetor magnético, que nao foi dis-
cutido).

Analogamente, a variag@o de i, com ¢ produz uma fem auto-induzida no circuito

1 dada por
di
=], — S.17
@1 L o (9.5.17)
e, correspondentemente,
diy

(9.5.18)
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Costuma-se convencionar que uma fem é positiva quando tem o mesmo sentido que a
corrente no circuito onde atua, ou seja, tem a orientagio de dl [cf. (9.2.3) e (9.3.1)]. Como
as fem da lei de Faraday se opdem a variagdo da corrente,

di

—>0

dt
deve implicar & < 0; logo, as auto-indutdncias, como L, e L, , sdo sempre positivas de
acordo com esta convengdo. Jd para L >, seu sinal depende das convengdes adotadas para
os sinais i; e i, da corrente nos dois circuitos, de forma que L, pode ser positivo ou
negativo.

Se tivermos correntes varidveis em dois circuitos, as fem induzidas serdo entio

_ 4y diy
& =-L 7 - L i

(9.5.19)
di di
S2=-Lug Loy

Os resultados obtidos para L, L» ¢ L2 no exemplo dos dois solendides foram todos da
forma L = o/, onde / é um fator geométrico com dimensdes de comprimento. Logo, a
unidade de pto também € equivalente a Henry/met:o:

Mo =4 X107H / m (9.5.20)

Exemplo 2
Auto-induténcia de um cabo coaxial

Um cabo coaxial € constituido por um fio
condutor cilindrico de raio a envolvido
por uma capa cilindrica condutora de raio

b (separados por um ;solante, onde pode-
mos calcular B como no vicuo). Uma

2

corrente de intensidade i é transmitida

axialmente ao longo do condutor interno

(aponta para fora, na fig. 9.14) e retorna
pelo externo.

Por simetria, as linhas de forga

de B sdo circulos concéntricos, orientados

:————f—b——-

como C na fig. 9.14, e | B | é constante ao

Figura 9.14 Cabo coaxial longo de C. Assim, pela lei de Ampere,
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o _ Mol
2np B = i { B—2np(p (9.5.21)

onde (3 ¢ um vetor unitdrio tangente ao circulo.
Supondo a << b, podemos desprezar o fluxo contido no fio interno. O fluxo de
B através de um retingulo A D D "A” de comprimento A D unitdrio e lado A A’ ligando o
condutor interno ao externo (fig. 9.14) é
b . b .
A v Hoi (> dp_Moi (b
o= [nois =25 slap = bl [ _tol, (o
B-$dS 4:1 ] B(p)dp 2 % o am In(a]

ou seja, o fluxo por unidade de comprimento é

D= 8i (9.5.22)

onde

1\

e = -;—;’t lnL%J (9.5.23)

€ a auto-indutdncia do cabo coaxial por unidade de comprimento.

Exemplo 3
Bobina toroidal

Consideremos uma bobina toroidal de N
espiras; o tordide tem raio médio
0 0, = a(fig. 9.15) e raio da secgio cir-
cular = b. Seja P, de coordenadas polares
O, P = p e @, um ponto da sec¢io trans-
versal. A linha de forca que passa por P
é um circulo de raio r = ﬁ_’ (distancia
ao eixo de revolugio), com

r=a-pcosy (9.5.24)

Figura 9.15 Bobina toroidal

e a lei de Ampeére da, neste ponto,

2nrB = Nu,i (9.5.25)

onde N é o nimero de espiras da bobina enrolada no tordide e i a intensidade da corrente
que a atravessa. Logo,
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N}.l()i. 1
2n  (a-pcosg)

B(p.p) = fi (9.5.26)

A, .
onde n € o versor da normal ao plano da secgio.

O fluxo através de uma espira (sec¢io transversal) é portanto

N 1 b 2n
®1=_[_B-ﬁdS= Ho! _[pdp_[ g
), ) i ;

N e

2t <o 0 a—peosy
Temos
J‘zn do Jn do 4 !- 1/ fa=p ® e
o {a-pcosy) 0 (a—pcoso) \/a —p l_ a+p =0
~ _Et— el
2
__2r
a’ - p?
Assim,
. Ib pdp 2\4|
(D1=Np()l’ y=Nu01 (a _p)
2_ 2 b
a? -p?) .
a-Va?-b?

ou seja, finalmente,

@, = Nuoi[q ~a? -5 | (9.5.27)

Se houver uma segunda bobina com N’ espiras enrolada no toréide, o fluxo produzido
pela 1.2 na 2.2 é entio N’ @, o que d4 (substituindlo N — N, N" = N,)

Ly, = o N\N,{a - va* — 5 ) (9.5.28)

para a indutdncia miitua entre duas bobinas enroladas no mesmo tordide. Analogamente,
a auto-indutdncia de uma bobina toroidal de N espiras €

L=y, N*(a-+a? -5 (9.5.29)

Se o raio b da secgiio circular é muito menor que o raio médio a do toréide, podemos
usar uma expansdo em série de Taylor:
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172 &
(1-2)" ~1-3
para lel << I:
1
2 27 _ (2 p2Y2 _ _ij2~ ( i] jb_z_
a> —b* = (a® - b?) —a(l =) =all-oo 7

0 que da

resultando em

b* nb?
L12 zM0N1N2£=“ON1N2% (9530)

L~ pN? ? (9.5.31)

onde S = nbh’ éadreadasecgioe! = 27T a o comprimento médio do tordide, que co-
incidem com os resultados obtidos anteriormente para solendides longos cilindricos
de seccdo transversal § e comprimento /, quando tomados com 0 mesmo raio
(R, =R,).

9.6 E i pti
. nergia magnetica

Vimos que a forga eletromotriz induzida E num circuito por um campo magnéti-
co varidvel tende a se opor a variacdo do fluxo:

=22

Se a corrente no instante considerado € i, a poténcia que precisa ser fornecida para isso €

dw ~. 08 di |
—— = —Gi=+——i=+Li

i i p (9.6.1)

onde L € a auto-indutdncia do circuito.

Ignorando a perda por efeito Joule (supondo desprezivel a resisténcia do circui-
to), a energia total que precisa ser fornecida para fazer passar a corrente no circuito do va-
lor O, para ¢t = 0, ao valor final I, em ¢, ¢
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‘ ‘ : ! 2 | 2
U:J. iv!dt:‘[ Liﬂdt=LJ‘ igi=1 | 1"
o dt o di 0 2, 2
ou seja
| 1 |
U = EL > (9.6.2)
|

¢ a energia armazenada num circuito de auto-indutdncia L que é atravessado por uma
corrente 1.

Se tivermos dois circuitos, podemos de inicio produzir a corrente 7, num deles
(com corrente = 0 no outro), o que armazena a energia

|
Ul — kLl 112 (963)

2

Depois disso, para elevarmos a corrente no circuito 2 de 0 para /, , temos de fornecer a

energia
dd 1
jd—WdzzjideZde L —8Bgu, =L, 12
dt dt 2 (9.6.4)
1 2 ]2 .
= SL I+ Ly I, [ diy fL L
onde usamos ®,,, = L, i,.
As (9.6.3) e (9.6.4) ddo para a energia total
| (9.6.5)

| 1 -, 1
U =U +U, = ELIIIQ +5L21§ + Lkl

Considerado, por exemplo, como fungio de / |» €sse trindmio do 2.° grau tem de ser sem-
pre posifivo, quaisquer que sejam os sinais e valores de 7, e I, . Isso s6 é possivel se o
discriminante do trindmio é < 0:

1 1
(L.LY —4-2L, oL, 12=(1) [(L,Q)2 L Lz] <0
ou seja, devemos ter sempre

Jle

f = L 9.6.6
‘L12|< Lllxz { 0<k= \/ma <1 ( )

onde k se chama o coeficiente de acoplamento indutivo. Se k é préximo de 1, o acopla-
mento magnético entre os dois circuitos é forte; quanto menor for k, menos eles estdo
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acoplados (por exemplo, se estio muito longe um do outro). Também na (9.5.13) vimos
que k = R /R, < 1,ek — 1para Ry = R, quando todo o fluxo de um dos sole-
néides atravessa o outro, sem qualquer perda (0 que na prética ndo € realizdvel).

Densidade de energia magnética

Para um solenéide muito longo de comprimento / e drea de secg¢do S, com N
espiras, vimos na (9.5.31) que a auto-indutincia €

L=y, Nz% (9.6.7)

de forma que, quando percorrido por uma corrente 7, a energia armazenada €

2
U= %le = -;—,uo(N‘r)2 % = E'E'Q(”O%IS’ = EB;EV
onde n = N/L é o niimero de espiras por unidade de comprimento, B € o campo (8.3.21)
dentro do solendide, e V = SI é o volume interno a ele. Onde fica armazenada a energia U?

Como o campo magnético estd (com muito boa aproximagéo) confinado dentro
do solendide, podemos interpretar este resultado dizendo que a energia estd contida no
campo magnético, com densidade de energia magnética

_
= 31 B (9.6.8)

o~ . 2ns Y N Y A &
da mesma forma que, da expressdo para a energia elétrica ( 1/2) C V © armazenada num
capacitor plano, inferimos, para a densidade de energia elétrica no vicuo, a expiessao

u =g | (9.6.9)

¢ 2

Se tivermos ao mesmo tempo, numa dada regifio do espago (no vdcuo) um campo elétrico
e um campo magnético, a densidade de energia eletromagnética total do campo €

2
. B L (9.6.10)
2 21y

Exemplo 4
Voltando ao Exemplo 2 (cabo coaxial), vimos que o campo dentro do cabo €

i,
B =5t (9.6.11)

o que di
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. \2 2
_ U (Rot ) Mo i 1
“m = 2 (an) " 8n? p? S

Em coordenadas cilindricas (p, @, z), onde (p, ¢) sdo coordenadas polares na secgdo
transversal e z a coordenada axial, a energia magnética contida entre z¢ e zo +/ (despre-
zando aquela no interior do fio central, como foi feito no tratamento anterior), é entio

o+ b 2n
U, dv = dz | pdp | dou, =
Zg a 0

b 2n b
=ﬂ’~f2-1_[ pdp d(p=H—0-i2lJ- a0 _ Hopy (2
81122 a p2 0 4n a P 4n a

de modo que a energia magnética armazenada, por unidade de comprimento do cabo, é

1
o 1,{3),-2 - % o2 (9.6.13)

=

0 que concorda com a expressdo (9.5.23) para £, a auto-indutéincia do cabo por unidade
de comprimento.

Podemos portanto calcular a induténcia pelo cdlculo da energia magnética arma-
zenada (método alternativo).
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PROBLEMAS

1 nm“—z\hn(‘lr\ nara mardi
G

. O 'p iu ao Jm,wmeuu, CMpIcgaasd para mic
nético, consiste em empregar uma pequena bobina de prova, com N espiras de drea S, cujos
terminais estdo ligados a um galvanémetro balistico (veja Cap. 7, Probl. 5). A bobina, cuja resis-
téncia é R, é colocada com o plano das espiras perpendicular ao campo magnético que se deseja
medir, do qual é removida subitamente. Isso gera um pulso de corrente, e o galvanometro balistico
mede a carga total Q associada a este pulso. Calcule o valor de B em fungéo deN, S, Re Q.

2. Liga-se um voltimetro entre os trithos de uma estrada de ferro, cujo espagamento ¢ de
1,5 m. Os trithos sdo supostos isolados um do outro. A componente vertical do campo magnético
terrestre no local é de 0,5 G. Qual é a leitura do voltimetro quando passa um trem a 150 km/h?

3. Em 1831, Michael Faraday fez girar um disco de cobre entre os pdlos de um {ma em
forma de ferradura e observou o aparecimento de uma diferenga de potencial constante entre duas
escovas, uma em contato com o eixo do disco e a outra na periferia. Seja a o raio do disco. (a)
Se o disco gira com velocidade angular ®, com seu plano perpendicular ao campo magnético
uniforme B, qual é a diferenca de potencial V gerada entre 0 cixo e a penferla"’ (b) Dev1do a esta

nrtal
1ICid1, passa uma Corrente

difere cnga de

CJ.
o
(o9
[¢]
L
[¢]
=1
=
(¢}
ol
Q.
)
Q
(v}
s
3
%]
al
5
=,
N
P!
=h
£
Y
2>

b
UL

jae]

torque que é necessdrio exercer para manter o disco girando e mostre que a potenc1a fomecxda é
igual a poténcia gerada.

4. Uma barra metélica horizontal PQ de com-
primento / € massa m escorrega com atrito
R desprezivel sobre dois trilhos verticais unidos

EAVAVAVAvAu

XXXXXXXXX
XXXXXXXXX
XXXXXXXXX

por uma haste horizontal fixa de resisténcia R.
A resisténcia da barra e dos trilhos pode ser
desprezada em confronto com R. O conjunto

XXXXXXXXX
XXXXXXXXX

XXXXXXXXX
XXXXXXXXX
XXXXXXXXX
XXXXXXXXX

XXXXXXXXX

est4 situado num campo magnético B horizon-
tal uniforme, orientado para dentro do plano
da figura. (a) Qual € o sentido da corrente
induzida? (b) Qual é a aceleragdo da barra?
(c) Com que velocidade terminal vo ela cai?
(d) Qual é o valor correspondente da corren-
te? (e) Discuta o balango da energia na situa-
¢do terminal.
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2a 4|

5. Uma espira retangular de lados 2a e 2b estd
no mesmo plano que um par de fios paralelos
2%b muito longos que transportam uma corrente /
em sentidos opostos (um é o retorno do ou-
tro). O centro da espira esta equidistante dos
fios, cuja separagdo € 2d (fig.). Calcule a in-
- - dutincia miitua entre a espira e o par de fios.

6. Uma espira circular de raio a tem no seu centro uma outra espira circular de raio
b << a. Os planos das duas espiras formam entre si um 4ngulo 6. Calcule a indutincia mitua
entre elas.

7. Calcule a indutincia mitua entre uma espira circular de raio a ¢ um fio retilineo
coplanar muito longo que transporta corrente I e esté a distancia b do centro da espira.

8. Calcule a auto-indutincia de uma bobina toroidal de sec¢iio quadrada com lado L e de
raio médio R.

9. Uma pequena espira circular de raio a percorrida por uma corrente I desliza com
velocidade v constante ao longo do eixo de outra espira circular de raio b >> q e resicténc... R,
aproximando-se dela, com os planos das duas espiras paralelos. Calcule a corrente induzida na
espira de raio b para uma distancia z >> g entre os centros das duas espiras. Qual € o sentido
relativo das correntes nas duas espiras?

10. Duas bobinas de auto-indutdncias L, e L., respectivamente, e indutincia mutua
L1, estdo ligadas em série. Mostre que a indutincia do sistema é dada por

L=L1+L212L12

¢ discuta a origem do duplo sinal no tltimo termo.
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a

b
xLx X x X Ix
xxxlxxx
X X XX x B x
X X X X X X

11. Uma espira retangular de lados a
e b de resisténcia R cai num plano vertical €
atravessa uma camada onde existe um campo
magnético B uniforme e horizontal (fig. ao
lado).

(a) Obtenha a forga magnética F
(médulo, diregido, sentido) que atua sobre a
espira enquanto ela ainda estd penetrando no
campo, num instante em que sua velocidade
de queda € v.

(b) Repita o cdlculo num instante
posterior, em que a espira ainda estd saindo
do campo e sua velocidade é v’.

12. Uma espira retangular de lados a e b afasta-se com velocidade v = vx de um fio

retilineo muito longo, que transporta corrente continua de intensidade I. A espira tem resisténcia
R e auto-indutincia desprezivel. No instante considerado, sua distancia ao outro fio € x (fig.).

(a) Calcule o fluxo ® de B através da espira nesse instante.

(b) Calcule a magnitude i e o sentido de percurso da corrente induzida na espira nesse

instante.
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CIRCUITOS

Uma das aplica¢des préticas mais importantes do eletromagnetismo € sua utiliza-
¢do em circuitos elétricos, desde aqueles empregados para transmissdo e distribui¢do de
poténcia em larga escala até os que fazem parte, por exemplo, da arquitetura de um
microcomputador. Vamos discutir neste capitulo circuitos tanto de corrente continua (DC)
como alternada (AC), mas sempre com a restri¢io a correntes quase-estaciondrias (0 que
exclui, por exemplo, circuitos de microondas).

No tratamento tedrico de circuitos, € conveniente representar os seus elementos
constituintes de forma idealizada. Assim, uma bobina real terd, além de sua auto-indu-
tincia, também resisténcia (a do fio) e capacitincia entre seus terminais, mas € conve-
niente dissociar esses elementos uns dos outros e representd-los em termos de "indutincia
pura", "resisténcia pura" e "capacitincia pura". Os fios condutores que ligam uma bobina
a um capacitor tém resisténcia, mas convenciona-se despreza-la e, se necessirio, agrega-la
a resisténcia de um "resistor puro".

10.1 Elementos de circuito

(a) Resistor

17 I Um resistor (6hmico) é um elemRento de
) circuito, representado por ~AMA—

(fig. 10.1), que obedece a lei de Ohm, ou
seja, tal que, quando atravessado por uma
R v corrente I, tem uma gqueda de potencial
(no sentido da corrente: V =V, — V,)
através de seus extremos 1 e 2 dada por

2 ¢ - — _ _ _ Yy V=RI (10.1.1)
Figura 10.1 Resistor

Num resistor, h4 uma conversio de energia elétrica em energia térmica, dada pelo efeito
Joule: a poténcia dissipada é
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19 """ 4
+Q

C \)
-Q

2 & \

Figura 10.2 Capacitor

onde C é a capacitincia do capacitor.

(10.1.2)

(b) Capacitor

Num capacitor, representado por

C
—{}— (fig. 10.2), uma das placas

(armaduras) tem carga Q, a outra - Q,
(estas cargas podem variar com o tempo,
desde que de forma quase-estaciondria),
e a queda de potencial V = V, - V, en-
tre as placas € dada por

_e 10.1.3
V= c ( )

Um capacitor armazena energia elétrica. A energia total armazenada é

1

U==CV

2

2

Q2

2% (10.1.4)

1 ‘4“1
[

|l |
I
|

L 4 v
i
t
i

24m ¥
3

Figura 10.3 Indutor

(c) Indutor

Um indutor, representado por

~—"K‘z’b’\- (fig. 10.3), é um elemento
idealizado dentro do qual o campo mag-
nético se supde’ inteiramente confinado,
como num solendide infinito, e de resis-
téncia desprezivel (logo, ao longo do so-
lendide, podemos tomar E = 0, como num
condutor perfeito). Tomando o circuito fe-
chado 1234, onde 3 e 4 sdo arbitrariamente
proximos de 1 e 2, respectivamente, vem
entdo (fig. 10.3)

dl
654: E-dl=-L—=
1234 dt

3

4
E -dl

~Va-w)z-=-v)=-v | (015

ou seja,

(10.1.6)
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¢ a queda de potencial através dos extremos do indutor, tomada no sentido da corrente.
Note que, na regido entre 3 e 4 da fig. 103, é B =0 e rot E = 0 [cf. (9.1.9)];

logo, V é bem definido.

Num indutor, hd armazenamento de energia, sob a forma de energia magnética.

A energia armazenada ¢

1
U=—=LI

2

|

20 - __

Figura 10.4 Gerador

10.1.7)

(d) Gerador
Um gerador ¢ uma fonte de fem, que
pode ser tratada de forma andloga ao que

fizemos para uma bateria (gerador DC);

é representado por —&— ou, para
um gerador AC, por —)— (fig.

10.4). Ao contrdrio dos anteriores, que sdo
passivos, um gerador é um elemento ativo
de um circuito, que fornece energia. Como
vimos para a bateria, o gerador € atraves-
sado pela corrente no sentido inverso ao
da queda de potencial, de modo que

—v-_¢ (10.1.8)

é a "queda" de potencial neste caso. O gerador fornece energia a taxa 6&l.

10.2 As leis de Kirchhoff

Figura 10.5 Circuito

Consideremos um circuito como o que
estd indicado esquematicamente na fig.
10.5, onde —{—3— representa qual-
quer elemento passivo (R, C ou L).

Se tomarmos um contorno I" fe-
chado que passa por fora de todos os ele-
mentos de circuito, onde o campo magré-
tico B é = 0 (em vista das idealizagdes
feitas), a lei da indugdo da

JE -dl =0 (10.2.1)
r
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onde, por exemplo,
2 2
J-E dl = —IdV =V, -V, = -6 (10.2.2)
1 1

¢ a queda de tensdo entre os pontos 1 e 2.

Pela (10.2.1), a soma de todas as quedas de tensdo ao longo de uma malha de
um circuito é nula (1.2 lei de Kirchhoff ou lei das malhas).

Essa soma é uma soma algébrica, lembrando que uma gueda de tensio é positiva
quando estamos indo de um ponto a outro no sentido da corrente e negativa quando em
sentido oposto, e que a queda de tensdo através de um gerador é o oposto da fem no
sentido da corrente.

13 Sp —
L L
- |, " — |2 . . .
|1 3 I, Consideremos agora um circuito como o

da fig. 10.6, que tem duas malhas. Pon-

@D [:' |::| tos como A ou B, em que se juntam

dois ou mais elementos do circuito,

S SCE chamam-se nds.
| ®
| S | B | I

Figura 10.6 Circuito com duas malhas

Se tomarmos uma superficie fechada S, em torno do né A, o ponto A nio é fonte
nem sorvedouro de cargas (conservagio da carga elétrica), de modo que, se j é a densi-
dade de corrente,

9(Sj-ds=12+13—11=o - (10.2.3)

A

ou seja, a soma algébrica de todas as correntes que saem de um né (contando com o
. , a . . . D
sinal — uma corrente que entra) é = 0 (2. lei de Kirchhoff ou lei dos nds).

Aplicando esta lei ao né B, obterfamos o
mesmo resultado (verifique!), ou seja,

[ 1 1
L1 L T

Iy =1 -1

C@D I [J I, [:I Logo, somente as correntes /; € I sdo va-

ridveis independentes: podemos tratar um
circuito com vdrias malhas, tomando
1 ! como varidveis as correntes circulantes
nas malhas, como na fig. 10.7, o que de-

Figura 10.7 Correntes circulantes fine a corrente através de cada elemento.
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Figura 10.8 Circuito R-C

10.3 Transientes em cirucitos R-C e R.L

(a) Circuito R-C

193

Consideremos um capacitor, inicialmente

descarregado e ligado a uma bateria de
fem &, e seja R a resisténcia do circuito

(que inclui a resisténcia interna da bate-

ria). Que acontece quando se liga a cha-
ve? (fig. 10.8)
Pela 1.% lei de Kirchhoff,

RI(1) - & +

(10.3.1)

onde /(f) é a corrente no instante t e g(f) a carga armazenada no capacitor nesse instante.

Mas a corrente I(¢) esta relacionada com a carga por

Logo, derivando a relagdo (10.3.1) com respeito a ¢, obtemos

onde

tem a dimensdo de um fempo:

1

di 1) { dl  dr
R—+—= =-—
a C A (1} T,
1. = RC
’[R] __Volt ] = Coulomb
~ Ampere ~ Volt

I(r) t

T0) T TR,

(1) =

dq

dt

N,

)

Integrando entre t = 0 [quando g = 0 e I (0) =% pela 1.2 lei (10.2.1)] e ¢,

{

1) = §

R exp[

H

3

c

(10.3.2)

(10.3.3)

(10.3.4)

(10.3.5)
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Vemos que a corrente de carga (fig.
10.9) do capacitor decai exponencialmen-
te com o tempo, com constante de tempo
Tc = R C (tempo que leva para cair a
1/e do valor inicial).

Para ¢t >> 1¢, a corrente I(¢) é
= 0 e o capacitor atinge a carga final
0 =Cé& [cf. (10.3.1) e (10.3.8)].

Figura 10.9 Corrente de carga
de um capacitor

Se, com o capacitor inicialmente carregado, removermos a bateria e fecharmos o
circuito, o capacitor se descarrega com a mesma lei exponencial € a mesma constante de
tempo.

- (b) Circuito R-L
5 Y Analogamente ao caso anterior, quando
- | se liga a chave, a 1.* lei de Kirchhoff,
aplicada a malha, da (fig. 10.10)
L
; RI-&+1% - ¢ (10.3.6)
R dt
- onde, para't:O,Izlo =0.

Figura 10.10 Circuito R-L

Comparando com a equagdo para ¢(f) no caso da carga do capacitor, onde

d
=1
dt
vemos que as equacgdes sdo idénticas, desde que se facam as mudangas:

gq—>1,R—>L,1/C—>R, oqu=implica

L
Tc - TL = E (1037)

Também as condigGes iniciais se correspondem, pois g (0) = g0 = 0 para o capacitor.
Integrando em relagéo ao tempo o resultado (10.3.5) obtido para o capacitor, vem:
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Q(t) = le(t’) dr’ = % JZCXP (— Tt; )dt' = % . (—‘cc) exp(— Ttl )

c/lo
&1, 1 [ )l
=R |_1 — exp ——c J q(t) = §C|-l — exp —E J (10.3.8)
A 1(1)
S
T: Com as mudangas indicadas, vem entdo,
| (1 1) ! para o circuito R-L (fig. 10.11)
oo - E |
| &l ¢ )l
| 1(t) = EL - eXp( )J (10.3.9)
: .
O T,

Figura 10.11 Crescimento da corrente
no circuito R-L

mostrando que a corrente se aproxima exponencialmente de seu valor assintético dado
pela lei de Ohm, I.. = §/R, com constante de tempo T, = L/R (demora tanto mais
quanto maior for L, devido ao efeito de inércia da lei da indugdo, que se opde a variagdo
do fluxo, e por conseguinte da corrente).

Os dois efeitos que acabamos de considerar, nos circuitos R-C e R-L, sdo tipicos
efeitos transientes (ou fransitdrios), que tendem a desaparecer apds um tempo caracteris-
tico dé sistema, que é a constante de tempo. Em geral, estamos interessados apenas na.
solugdo estaciondria, que se estabelece assintoticamente, para tempos ¢t >> constante de
tempo caracteristica do circuito.

10.4 Oscilacoes livres num circuito L-C

Consideremos um circuito idealizado, que
T consiste exclusivamente em um capacitor
de capacitincia C e um indutor de auto-

+

Q19
||
O

i

induténcia L (fig. 10.12). Como despreza-
mos inteiramente a resisténcia (veremos
depois seus efeitos), ndo ha dissipagdo, €

a energia inicialmente armazenada no cir-

Figura 10.12 Circuito L-C cuito se conserva. Podemos considerar,
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por exemplo, que essa energia corresponde a uma carga inicial do capacitor.
A 1.2 lei de Kirchhoff dd

Q. 9 _ (10.4.1)

ou, derivando em relagio ao tempo, com d Q/dt = I,

—I-+Ld—21—o { d—2£+w21—0 (10.4.2)
c dr? dr? 0 o
onde
1
(00=\[Z—E (10.4.3)

que da a fregiiéncia angular das oscilagdes livres neste circuito.
A equagdo para I é a equagiio de um oscilador harménico de freqiiéncia angular
) . Usando notagdio complexa (i = ¥V — 1 ), a solugfio geral (Fisica Bdsica 2, Seg. 3.2) é

1) = Re(A&® - &™) = Acos (w1 +¢) (10.4.4)

onde A (amplitude real) e ¢ (fase inicial) sdo as duas constantes reais necessdrias para
. N R e e e . - 5 . . a
satisfazer as duas condig¢des iniciais {(a equag@o diferencial é de 2.” ordem), por exemplo,

ravés do indutor.

a esnecificacio da car
Fy

c a inicial Q¢ no capacitor e da corrente inicial /; at

bt ched 23 8N 4

Assim, integrando em relagdo a ¢, basta escrever

~

o) = é% sen (wgr + @) (10.4.5)

sem constante de integragfio adicional, pois jd temos duas constantes arbitrérias:

5

I{0) =1, = A cos ¢ Az\/m

( 0 0 : (10.4.6)
_ -1 0 ¥0

A
0(0) = Qy = o) o

o que determina A e ¢ em fungdo dos valorcs imciais Qo € 1o . Por exemplo, se inicial-
mente ndo hd corrente, 1o = 0, e a carga estd toda concentrada no capacitor, temos

A=0oCoecp =1n/2.
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A energia armazenada no capacitor no instante ¢ é (usando 0w = 1/LC)

U()_Qz(t)_ A’ 2( )_1 2 2( ) (104.7)
clt) = 2C _Zm%Cscn 0)0t+(p—ELA sen“{myt + @ 4.

e podemos pensar nela como inteiramente contida no campo elétrico entre as placas do
capacitor.

A energia armazenada no indutor no instante ¢ é

U (1) = %Lﬂ(:) = %:LAZCOSZ((DOI +¢) (10.4.8)

que é a energia magnética contida no campo B dentro do indutor.

A energia total é

2
e (10.4.9)

U=U, +Uc =% .

e se conserva, dada a auséncia de dissipaciao (R = 0).

A AQ
“’oo \ /r\ Os gréficos da fig. 10.13 ilustram o anda-
. -t
. \ ! x i | mento da carga Q e da corrente / em fun-
R ; ! M x CE o inied
o ; | . ! | : ; ¢do do tempo, para a condi¢do inicial
n SO | I f ) | | Io = 0, bem como das contribui¢des elé-
“"!—""I"—/T\E N trica (Uc) e magnética (UL ) 2 energia
0 et T ; ; —
. » . ;\/ | total U.
A LS 1 ! - : b
| | x | : | ; | Como
u . f : ‘ : i I
OOV YO Y Y T
AL AT LA TN Ay L8
o NUPANPZANE s N s e sen| x + 7 = COS X
t

Figura 10.13 Carga Q, corrente / € energia U
em fungado do tempo

vemos que a corrente [ estd adiantada de ©/2 , na fase, em rela¢io a carga (em quadra-
tura). Tanto a corrente como a carga trocam de sinal (sentido) a cada hemiciclo. A energia
oscila entre energia elétrica e energia magnética, mantendo constante a energia eletro-
magnética total (soma das duas).

H4 uma analogia completa entre as oscilagdes elétricas desse circuito e as 0sci-’
lagdes mecdnicas livres de uma particula de massa m presa a uma mola de constante de
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mola %, sendo x o deslocamento da massa a partir do equilibrio (Fisica Bdsica 2, Seg.

3.1; Tabela 10.1).

Tabela 10.1

OSCILADOR MECANICO

OSCILADOR L-C

2

dr?

dx

V=E

Energia cinética: T =

mﬂ-+kx=0

x,m,k,u)():‘\lf

m

N -

1

Energia potencial: V = 5 kx

my

2

2

Energia magnética: Uy =

LI?

Energia elétrica: Ug =

Note, em particular, que L representa inércia (massa m).

10.5 Oscila¢cdoes amortecidas: circuito R-L-C

Figura 10.14 Circuitc R-L-C

Consideremos agora a situagao mais rea-
lista em que levamos em conta a resistén-
cia R que deve existir sempre no circuito,
alémde Le C (fig. 10.14).

A 1.2 lei de Kirchhoff d4 agora

Q

R+ g
C+ + e

d

ou seja, derivando em relagdo a ¢ e dividindo por L,

a1

dr?

.

LCI

R dl
+L dt+

=0

ou ainda, indicando por () uma derivada em relagdo a ¢,

T+yI+w)I=0

(10.5.1)

(10.5.2)

(10.5.3)
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onde

— (10.5.4)
Tr

| =

o 1|

RN T |
Reconhecemos a equacdo diferencial de um oscilador harménico amortecido onde a re-
sisténcia introduz o amortecimento (atrito). O equivalente mecéanico corresponderia a
massa, ligada a mola, oscilando dentro de um fluido viscoso. Usando a notagdo compiexa
para a solucdo (Fisica Bdsica 2, Seg. 4.1),

I(t):Re(Ae“’ e) 1 (10.5.4)

obtemos a equagao caracteristica [d /( dt ) corresponde a multiplicacdo por p]

Y,y
P> +yp+wf =0 P =-51% 7—60%

Consideraremos apenas o caso de amortecimento subcritico, em que

| R 1 ‘ fL‘
= = | 10.5.5)
< @y {_2 < = { ‘R<2 C (

4:.;]-<

Obtemos

I
2

| ¥ '
pe =g ion . o= ol =T (10.5.6)

onde basta tomar a solugdo com sinal +, pois ja temos duas constantes arbitrarias A e ¢
para satisfazer as condi¢des iniciais. Entdo,

=

1(t) = Re {A PR GRS FP)}

ou seja,

! _ Y
| I(1)=Ae 2tcos (o)lt + (p); (10.5.7)
|

que se reduz a solucdo anterior quando R=0(y —» 0, © > ®, ).
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Al

A corrente oscila, mas com amortecimen-

| L P Z5as
o’(: ﬂ f\ ﬁ 7\1‘ */\— AN exponencial (envoltéria) de constante
U U e de tempo 2/vy = 2 1. (fig. 10.15).

2T|. Logo, é também uma corrente

transiente (como tinha de ser, pois s6 hd

Figura 1015 Oscilagoes amortecidas elementos passivos e ha dissipagdo).

da corrente

Amortecimento fraco

Vamos supor que

Y << Wy (= o = W) (10.5.8)

Nesse caso,

1

pt yu
o) = Jtl(f') dr = Re(Ae“P . %)z Re(—;)ie”pep’]

onde aproximamos p = p. por i ®;, no denominador, e as constantes A e ¢ sdo deter-
minadas pelas condi¢des iniciais, Q(0) e 1(0). Assim,

A X
o) = Py 2" sen (w1 + ¢) (10.5.9)
1
A energia Uc armazenada no capacitor no instante f €
Q2 A2 _ > A2 _ )
U ——— ¢~ T'sen” (o + @) = e sen-{wyt + @) ,
c=5¢C 20)%6,9 (@7 + o) 203C (o, ¢)
o que di
LA?
Ucl) == e Vsen? (ot + @) (10.5.10)
A energia U armazenada no indutor no instante f €
LA?
Up(e) = —L12( ) = > e~V cos? (w1 + ¢) (10.5.11)

Logo, a energia fotal armazenada no circuito no instante ¢ €
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Ul) =Uc(0+U (1) = %LAze"Y’ (10.5.12)

mostrando que dU/dt = —y U (y é a taxa de amortecimento da energia).
A energia dissipada em calor (efeito Joule) é

aw

- =R 1*(1) = R A% cos?(ayt + ¢) (10.5.13)

A energia dissipada em um ciclo de oscilagiio (entre te f + T, onde T = 2t/ ®, ), é

J‘rﬂ dw
f dar

2n
1+
dr = R AZe—ytj D cos? ((01[’ + (P) dt’ (10.5.14)
'

onde o fator exponencial foi tirado para fora da integral porque quase nfio varia durante
um ciclo, por ser

Y<<(1)1=>’YT=27t—Y-<<1
@,

Por outro lado,

1 [ , t+E—]
+ m[sen (20,2 + (p)lt @ J

s |t

l+2n
" 1
J‘ @ cos?(ant’ + @) dr’ = 2
t - ¢

%+—;— cos (2w;1"+¢)

n
it
@

= % [_(%KT}- 401)1 sen (2(1)1t + ¢+ 47:) — sen (20)1t + (p)

=0
ou seja,
_[”‘zaf cos?(ay + ¢) dr = & [Z’EJ (10.5.15)
' 2\

0 que equivale a substituir o ( cos )* pela sua média 1/2 por periodo. Assim,

27
®

(10.5.16)

Energia dissipada por ciclo = %RA e

Chama-se fator de mérito ou fator Q (de Qualidade) do oscilador a razio
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Energia armazenada
Q=2rn ) (10.5.17)

Encrgia dissipada por ciclo

Quanto maior Q, menor a perda fraciondria de energia por ciclo. Neste caso, temos

~ 1-.2 -t .

LTC'ELAG ! o, L o, o
T e L[ 27" T
2 € ‘(1)1

(10.5.18)

A condigdo de amortecimento fraco é portanto equivalente a condigdo: Q >> 1 (elevado
Jator de meérito).

10.6 Circuitos AC

A corrente elétrica distribuida para utiliza¢fio industrial e residencial é corrente
alternada (AC, do inglés "Alternating Current"), tipicamente de freqiiéncia v = 60 ~ (ci-
clos/seg) (0 = 2nv = 377 Hz ). Ja vimos o principio da geragdo de corrente alternada
pela rotagdo de uma bobina num campo magnético.

A principal vantagem da corrente alternada é que sua voltagem pode ser facil-
mente amplificada ou reduzida usando transformadores (que discutiremos na Seg. 10.8).

Isso permite transmitir a energia elétrica em linhas de alta voltagem, converten-
do-a no valor "caseiro” (110 V, tipicamente) ao chegar a seu destino. A vantagem da
transmissdo de poténcia em alta voltagem € que a corrente I associada é baixa, reduzindo
a perda por efeito Joule nos fios de transmissio (I°R).

O gerador que alimenta o circuito equivale, na analogia com a mecénica, a uma
Jorca externa oscilatéria de freqiiéncia angular . Como vimos ao estudar oscilagdes
for¢adas na mecénica (Fisica Bdsica 2, Seg. 4.3), a resposta do sistema nestas condigdes
consiste em duas partes: (i) a resposta transiente, que contém o efeito das condigOes
iniciais, e tende a desaparecer para t >> 1, onde T é uma constante de tempo caracterfs-
tica do sistema. Essa resposta, que € solugfio de uma equagio diferencial homogénea (sem
forga externa), corresponde as oscilagdes livres dos circuitos que vimos na rede R-L-C,
e é amortecida pela dissipagio na resisténcia. (ii) a solugdo estaciondria, que persiste para
t — oo, e corresponde as oscila¢des forcadas, de mesma freqiiéncia ® que a excitagio
externa (gerador). 7

Em geral, estamos interessados somente na solugdo estaciondria, e é somente ela
que vamos discutir, desprezando os efeitos transientes. Logo, fodas as grandezas que
vamos considerar oscilam com a mesma freqiiéncia ®, tornando vantajoso o emprego da
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notagdo complexa, em que a dependéncia temporal é sempre da forma e'®’; para derivar
qualquer grandeza complexa em relagio ao tempo, basta portanto multiplicd-la por i @:

d .
7 O e (10.6.1)

Esta € a principal simplificago decorrente do uso da notagiio complexa.,
Vamos usar as seguintes convengdes de notagdo para representar as diferentes
grandezas, exemplificadas pela voltagem V()

V(1) = Re [V(7)]

V(@) = Vel (10.6.2)

Véa amplitude complexa de V, ¢ é a fase de V. Resulta

V(t) = Re [Vm ei((’"“")] =V,cos (01 + @) (10.6.3)

mostrando que V,, = | V1 d4 o valor mdximo de V(?). Analogamente,

I{t) = Re [i(t)] = Re [T eiu)t]
(10.6.4)

&mzmﬁﬁzhgdﬂ

Reatdncias
|
m : No circuito da fig. 10.16, puramente in-

dutivo, temos

QGD "GV di { dl _ e

(10.6.5)

Figura 10.16 Indutor e gerador AC

¥ Esta convengio é a mais adotada em engenharia,
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Em notagdo complexa,

dl 2 = ; d . . -
L= =8=8 =L (I ) =ioLl (10.6.6)
0 que d4 para a solugdo estaciondria
= iv (10.6.7)
G=ioLT=wLe?2l

e, tomando & = &, (real), = & = Re(Ene'®) =6, cos(®?)

1(1) = Re (]_ eim:) - Re f)_,z ei_(mt_i)
o que dd
6 = Sy (o) = 110 = Gien o1 (1068)
— e = oL S0 ‘.

Lembrando que Ldl/dt também é a queda de tensdo V através do indutor, com
V =Re(Ve'®), temos também

iz (10.6.9)

Se em lugar de L tivéssemos uma resisténcia R, a lei de Ohm daria

V=RI, V=RI (10.6.10)

mostrando que a voltagem e a corrente através de um resistor estdo em fase.

J4 para um indutor, o fator i = e em
V /I mostra que a corrente num indutor
estd atrasada de /2 em relagdo a vol-
tagem. No /Plang complexo (fig. 10.17),
os vetores V e I giram no sentido anti-
A L. :
I hordrio com velocidade angular o (fator
e' ", mantendo-se perpendiculares entre
= Re si, com V adiantado de m /2 sobre / (diz-
0 I se tambéim que estdo em quadratura).

<

Y

Figura 10.17 Representagdo complexa
de Ve ?para um indutor
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(10.6.11)

entre os valores maximos da voltagem e da corrente através do indutor chama-se reatdn-

cia indutiva do indutor.

Em particular, X, — Opara® — 0, conforme seria de se esperar: para corrente
continua (sem variagio de fluxo), o indutor se comporta como um curto-circuito. Para

W — oo, X; — oo: varia¢des rdpidas sdo bloqueadas.

m

ORI

Analogamente, se considerarmors o circui-
to da fig. 10.18, puramente capacitivo,
vem:

Vv

. —6+%=0 { (10.6.12)

dagQ av
i I= e C 0 (10.6.13)
Figura 10.18 Capacitor e gerador AC
e
r 7 iat d (o [0t . 7 ,imr
f=Teo =coV=Ccr(Ve)=iocVe (10.6.14)
0 que dd
- — _ - 1 g -
T=inCV Vol = ——ei™ (10.6.15)
o oC
Im
A II\
Logo, a corrente num capacitor estd adi-
| antada de 7 /2 emn relacdo a voltagem.
O Re Temos ainda:
v, 1
[ Yole Xc (10.6.16)
vmy como a reatdncia capacitiva do capacitor.

Figura 10.19 Renresentagdo . mplexa

A A .
de V e | para um capacito,
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Para ® — 0, X¢ — oo: as placas do capacitor estdo isoladas uma da outra
(circuito aberto). Para @ — e, X — 0: variagdes rdpidas sdo transmitidas.

No plancl)\ complexo, os vetores representativos di 9 € II\ giram com velocidade
angular @, com V sempre atrasado de m/2 em relagao a I (fig. 10.19).

1

| /—\‘ Impedéncia
|
L S Consideremos agora o circuito R-L (fig.
10.20) em corrente alternada (solugio es-
GT Vv taciondria):
dl
R V=RI+L> (10.6.17)
-Y
Figura 10.20 Circuito R-L
com gerador AC
V=vVe® =(R+ioL)I® =(R+ioL)] (10.6.18)
de forma que
vV 7V
7=TEZ=R+i(0L=R+iXL (10.6.19)

onde Z chama-se a impeddncia complexa: sua parte real € a resisténcia R, ¢ a parte
imagindria € a reatincia indutiva X; = o L.
A relagdo

~

V=ZI , ou V=2Z1I (10.6.20)

¢ uma generalizagdo complexa da lei de Ohm, V = RI.

Im

A Conforme mostra a fig. 10.21,
z — = ; wL
Bl U | Z=|z]e'%" =z 9, = tg“l(“R_)
|
|
z ! 3
i z=|Z]=R? + x2 = |R? +(0L)
i
‘\ P (10.6.27)
- > Re
= R onde a grandeza real Z chama-se impe-

Figura 10.21 Impedancia complexa dancia do par R-L.

do circuito R-L
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Voltando & notagdo real, com \_/ = V,,

V(1) = ReV = Re(V,, €®') = V,, cosw? (10.6.22)
0 que d&
= Re| 2| re[Y oo gior
I1(r) = Re(zJ— Re( 7 € he
Vm I— -1 _Oil_'_ -I
Cosl_m’ — g R J (10.6.23)

1(¢) = Yo cos(0r — @, ) = —2—
Z VR? + 0?L?

A amplitude maxima da corrente, I, , é = V,,/Z, e a sua fase estd atrasada em relagio

a da voltagem por

m —_—¢C ‘Analogamente, para um circuito R-C (fig.
. 10.22),
ot i
(10.6.24)

‘-

<>
]
O
+
=
0

Figura 10.22 Circuito R-C com gerador A-C

~
A

av . i ai 1
d_tzlmV_C+Rdt_lm(R+i0)C)I

o que da

(10.6.25)
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4Im
[ 1
R Z=+R*+Xx% = R + 5=
o) > Re o' C

% | A1
: Oc = tg ORC
z ! (10.6.26)
XYoo N v Z L
Xe I(t) = Re (—VE"’- e""C“"”)
(10.6.27)
Figura 10.23 Impedancia complexa do circuito R-C
{ |
Vm l -1 1
= e ——— 10.6.28
(1) e 1 cosI ot + tg (coR CJ! ( )
+ —————
wcr | oc |

A fase ca corrente estd adiantada de ¢ ¢ (que — ®/2 para R — 0) em relagdo a da
voltagem (fig. 10.23) ~
Decorre das leis de Kirchhoff que impeddncias se combinam em série ou paralelo

COmo resisténcias.
Valor eficaz e poténcia média

A poténcia instantdnea dissipada em calor por uma corrente alternada numa re-
sisténcia R é

dw

2

>a [1(D)°R = I2 R cos* (w7 + ) (10.6.29)
dw onde y € a constante de fase da cor-
) 1_3 rente. Essa poténcia (fig. 10.24) oscila
R~~~ 7N T ] e
\ perioaicamente entre zZero € o valor
‘ \/ \/ mdximo I, R. Na prdtica, interessa-
o ! nos o valor médio da poténcia sobre
Figura 10.24 Poténcia instantanea um perfodo (ou sobre muitos, o que

AC dissipada em R vem a dar na mesma):

<£‘%V-_> = 12 R{cos (@ + v)) (10.6.30)
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onde os colchetes angulares < > indicam o valor médio temporal, definido, para qualquer
fungdo f(1), por

(r()) = %j’}{t,) dv (10.6.31)

e T € qualquer nimero inteiro de periodos.
E ébvio que (fig. 10.24)

(cosz(a)t + \y)) = <Sen2(0)t + w)) = % {cosz(mt +y) +sen?(or + w))

=1
ou seja,
( 2 2 1
cos(r + y)) = (sen?(wr + y)) = 5 (10.6.32)
0 que também decorre da identidade
1
(Cosz((ot + \p)) =3 (1 + cos (201 + 2v)) (10.6.33)
com
{cos (201 + 2y)) = 0 (10.6.34)
{4reas positivas e negaiivas da cossendide se cancelam).
Logo,
dw 1 2
<7> =3 12 R=(1,)°R (10.6.35)
onde
I
I, = TZ— =0,707 1, (10.6.36)
chama-se valor efetivo, ou valor eficaz, da corrente. Um resultado andlogo vale para a
voltagem:
V
vV, = —’;—

Quando se diz que a voltagem de uma linha de 60 ~ € de 110 V, este é o valor
eficaz: o valor maximo correspondente é 110V2 =~ 156 V (=V,,).
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Analogamente, para qualquer circuito AC, se a fem da fonte (gerador) que o
alimenta é

&) = v(r) = V,, cos (w1) (10.6.37)

e se a corrente gerada no circuito €

a poténcia instantinea fornecida ao circuito é

P(r) = &@) 1() = V,,, I,cos (o t)cos (w7 - @) (10.6.39)

Novamente, interessa a poténcia média < P (t) > .
Como

cos (@ — @) = cos () cosp + sen (wr) seng

vem
r |
(P(1) = Vinlm| cOSQ (cos2 (@ t)> + sen@ \(cos(u) 1) vsen(m t)) I
[ =% =—é—<sen(2m 1))=0 J
ou sej.,

(P(2))= % V. I cosg (10.6.40)

Além dos valores mdximos da voltagem e da corrente, vemos que < P> também depende
da defasagem ¢ entre elas. O fator cos ¢ chama-se fator de poténcia.

Assim, por exemplo, nos circuitos puramente reativos (que s6 contém L e/ou C,
sem R), vimos que ¢ = /2, de forma que cos ¢ = 0 e <P> = 0. Esse resultado
se interpreta imediatamente: nestes circuitos puramente reativos, a energia armazenada
no indutor ou na bobina durante uma metade do ciclo € restituida a fonte de alimentagio
durante a outra metade.

Por outro lado, num circuito puramente resistivo, a voltagem e a corrente estio
em fase, e @ = 0. Se R é aresisténcia total docircuito, obtemos, neste caso

1
(v, = 1,R), (P) = 5 LR
o que coincide com o resultado anterior. Vemos assim a interpretagio fisica e a impor-
tinciadadefasagem ¢ entre Ve I.
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10.7 Ressonancica: circvito R-L-C

TN e r A impedincia complexa deste circuito,
c com R, L, C em série (fig. 10.25), é
UT@ v Z=R+iX, —iXe
. (10.7.1)
R _ , b
L =R+ I[O)L O.)CJ
I A
Figura 10.25 Circuito R-L-C com gerador AC ¢ temos, tomando V = Vi,
Z=2ze* (z=1Z), e V =V,cos(or) (10.7.2)
_Re|Z jor)Z ge [V ,ifor-0)
I(2) = Re(z e )— Re(z e
(10.7.3)
Vm
= cos(w? — @)
de forma que
Im = —‘{Z'ﬂ— = V’" -
10.7.4
- 1074
wC

Portanto, a corrente de pico (valor mdximo) /,, produzida para uma dada voltagem
de pico V.., dada pelo gerador, varia com a freqiiéncia ®. Para ® — 0, a reatdncia do
capacitor domina (porque C equivale a um circuito aberto neste limite); para @ — oo,
é a reatdncia do indutor que é dominante (porque L se opde a variagdes muito rdpidas).

I, > oCV, para w — 0
Vin
I, — o L para ® —»> oo

Como I, é positivo ¢ = 0 para @ — 0 e para ® — oo, tem de passar por um
méximo.
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O valor mdximo de I, / Vi ocorre para a freqiiéncia o tal que

o)in { w2——L { 0= -1
oC LC *JLc Q)

ou seja, quando ® é igual a freqiiéncia de oscilagdo livre do circuito L-C. Temos

R

- rs

I,(0,)= (10.7.6)

ou seja, para essa freqiiéncia, a reatdncia se anula, e a impedincia equivale a resisténcia
R: I./V, é dado pela lei de Ohm.
Vamos estudar o comportamento de [, ( ®) para @ préximo de o . Para isto,

2
1 1| © ®o
2 _— | - p2 |2 2
R +(mL (DCT R {1+R2((DomoL m-mOC] }
}

DL _ o (10.7.7)

notemos que

2

(
g L 2((0
=R2‘1+( ]l

.
R L‘Do co-w%LCJ
=1

e que

€ o fator de mérito (qualidade) associado 2 freqiiéncia angular @, . Logo,

;- V, IR

" JHQ{ﬂ—&JZ " (10.7.8)
®, O

Como I,,/V, — Opara® — 0e ® > o e ¢ midximo para ® = Mg, tem um pico em
o . Para medir a largura desse pico, podemos tomar os valores de ® para os quais I,

cai a 1/v2 do seu valor m4ximo V./ R, ou seja,

@ o - ® Wy @ ©

Qz(ﬂ__ﬂo_jzl { © o 1 o -a_ (0-a)e+a)
w o Q0

0 que d4, para o desvio A®w = © — ¢ da freqiiéncia o,
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Ao 7oL
P 1+(93g) o (10.7.9)
o ,
Em particular, se @ >> 1, temos
&«1
e = (o, OU seja
Am 1 R Y R
=t — =+ =+ = —
o =130 = Y3 = A® o Y= (10.7.10)

onde 7y é o fator de amortecimento (10.5.4) das oscilagées livres do circuito R-L-C.

A energia eletromagnética nas oscilagdes
livres cai com e™"". A fig. 10.26 mostra
a resposta, dividida pela resposta maxi-
ma, como fung¢io de @/ wy . Temos tipi-
cas curvas de ressondncia, com picos tan-
to mais estreitos quanto maior for Q.
Vemos também que a semi-largura do

2

pico de ressonincia, para Q >> 1, €

dada pelo fator de amortecimento y das
Figura 10.26 Curvas de ressonancia para a amplitude oscilagdes livres. Resultados inteiramente

andlogos sdo obtidos na mecénica, para

oscilagoes forgadas (Fisica Bdsica 2).

A defasagem @ entre corrente e voltagem resulta da expressio de Z:

o Horo L | Qolf @ ©
=R\ " wC ) R \o, ®

. tg“'[Q [ﬂ_&ﬂ | (10.7.11)
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Vemos que ¢ = 0 na ressonincia, ¢
— —7n/2para ® — O (reatincia capaci-
tiva) e a + /2 para ® — oo (reatincia
indutiva), tanto mais abruptamente quan-
to maior for Q (fig. 10.27).

Finalmente, vamos calcular a
queda de tensio através do capacitor, que
¢ dada pela (10.6.16):

I
Vem =InXc = —’"C (10.7.12)
Figura 10.27 Curvas de ressonancia para a fase w
ou seja,
Vin
LS 10.7.13
(DRC\/I + QZ(E - “—)O-Jz (10.7.13)
oy ()
Mas
re=2. R c-L1. @
W, WL g o,
o que di
@ Vi ’
Veem == 0@
0 [0
L+ 0P o o (10.7.14)
Wy O
e, em ressonincia (W = g ),
Verm = QVn (10.7.15)

Para uma ressondncia estreita (Q >> 1), a amplitude da tensdo ressonante no capacitor
é muito maior do que a amplitude da excitagdo externa V, (por um fator = Q).

Uma aplicagéio importante de um circuito ressonante € como seletor de fregiién-
cias. Num receptor de ridio, por exemplo, podemos usar um circuito deste tipo em que
C € varidvel (o que se obtém com um conjunto de placas fixas em paralelo e outro de
placas méveis, que interpenetram as primeiras com drea varidvel, pela rotagdo do botio
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de sintonia). Quando a freqiiéncia W, assim definida estd em ressonincia com a de uma
estagdo de rddio, aparece no capacitor uma voltagem ressonante elevada, para Q elevado,
e a seletividade também € alta, porque outras esta¢Ses caem fora da largura y do pico de
ressondncia.

10.8 Transformadores

Consideremos inicialmente, para simplifi-

Y ""T car, a situacdo ilustrada na fig. 10.28, em
;R ) Qque temos duas bobinas toroidais enrola-
2

lz das no mesmo toréide, feito de material

----- ndao-magnético (madeira, por exemplo):

Secundario " O a T : .
um "enrolamento primdrio” com N, espi-

ras e um "secunddrio” com N, espiras.

Primario

Figura 10.28 Bobinas toroidais acopladas

O primdrio € alimentado por um gerador de fem &, = &, cos (®?) e no secun-
dirio hd uma "carga” de resisténcia R». Vamos desprezar a resisténcia do primdrio. Se
L, e Ly sdo as auto-indutincias do primério e do secunddrio, e L > a indutincia mitua,
teinos entio

dI, dl,
Ll 'd_l' + L12 7 - gl
(10.8.1)
dI dl,
L12$+L2_1+R2 12 =0
ou, em notagdo complexa,
io (L T + Lpl, ) = &,
(10.8.2)
o (L I + LI, ) = RyI, = -V,
onde V, = Re (Vz e'®") é a voltagem através da resisténcia.
Logo, ‘
123 _ _(Lih + L
gl L] Iy + L12]2 (10.8.3)

Vamos considerar o caso ideal em que o coeficiente de acoplamento indutivo é k = 1
[cf. (9.6.6)], ou seja,
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L,=+L1L, (10.8.4)
Neste caso,
o {mfn + Lzl_zJ; _JLJnh + Jiah)
& \L L +L Lk JL(WLh + JLh)
o que d4
B2 Vs (10.8.5)

61 1 gl,m

pois 0 2.° membro ¢ real e positivo.
Mas vimos para bobinas toroidais [cf. (9.5.29)] que

L.N
Ll Nl

é a razdo do ndmero de espiras do secunddrio ao nimero de espiras do primdrio.

Logo, a fem do primirio aparece no secunddrio (através da carga) amplificada
ou reduzida por esta razdo, o que ilustra o principio bisico do transformador. Passando
ao limite em que o raio médio do toréide — oo, obterfamos 0 mesmo resultado para um

solendide cilindrico.

Na prética, um transformador mais usual
é do tipo ilustrado na fig. 10.29, em que
primério e secunddrio sdo enrolados em

-
o~

torno de um mesmo nucleo de ferro. Nes-

—t

PN

LA

AEEEgEm:

Figura 10.29 Transformador

te caso, o fluxo magnético passa quase

inteiramente através do ferro, e daf resulta
que o fluxo magnético @ que atravessa
cada espira é, com boa aproximagio, 0
mesmo no primdrio e no secundario (cf.

Se¢. 11.8).

Como o primdrio tem N, espiras e o secundério N2, a lei da indugdo dé entdo

dd
&1=Mg

R12 :V2

do

=Ny

(10.8.6)
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de forma que obtemos novamente

Va _ N
g—l = N (10.8.7)

No caso das bobinas toroidais, a hipdtese de que vale o limite ideal £ = 1 equivale a
dizer que todo o fluxo que atravessa um dos enrolamentos também atravessa o ‘outro, ou
seja, o principio é o0 mesmo.

L
—— 00— Se considerarmos o circuito da fig. 10.30,
/—\‘ onde & € a fem associada a um gerador
! de corrente alternada, teremos

st () C:

— V
- 6
S 10.9.1
J J e ( )
Figura 10.30 Circuito bloqueador onde
de altas freqliiéncias
Z=i(mL—i) (10.9.2)
oC
¢ a voltagem V entre os terminais do capacitor é tal que
‘7=TZC='IC=-§*Z=_‘ : 1Y g2
W 0 mC(mL—“J (1—0) LC)
oC
ou seja, com W = 1/VLC (freqiiéncia de oscilagio livre),
o &
B 1 (wj (10.9.3)
% .

que > Spara®w — 0e — 0 para @ — oo,
Assim, o circuito tende a "deixar passar” sinais de baixa freqiiéncia (para os quais

L tende a um curto-circuito) e a "bloquear” sinais de alta freqiiéncia (efeito de L e da lei
de Lenz).
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SR
m Se intercambiarmos os papéis de L e C,
gT@ L % \V} Z e I ndo se alteram (fig. 10.31), mas V
aparece agora entre os terminais do indu-
tor, e
Figura 10.31 Circuito blogueador
de baixas freqiéncias
— - = - il L
V=I1Z =ioll =58 =—— &
2N
for - o)
1 &

=6 V| V==
[1- 1 J I_[“’OJ (10.9.4)
2
W LC { ®

que > Gpara® — e — Qparaw — 0.

O circuito tem agora o efeito inverso, deixando passar sinais de alta freqiiéncia
(para os quais C tende a um curto-circuito) e bloqueando os de baixa freqii€ncia (para os
quais C € um circuito aberto).

Podemos procurar aumentar estas tendéncias e "filtrar" mais e mais freqiiéncias
baixas (ou altas) associando em série vdrios circuitos idénticos a um dos dois casos.

Vejamos o que acontece no caso limite idealizado em que se imagina ter uma
seqiiéncia infinita de circuitos idénticos, formando uma-rede periddica.

Para dar um tratamento geral, substitufmos L e C por duas impedincias comple-
xas genéricas, que vamos designar por Z; € Zs:

— 2} —
Seja I, a corrente de malha complexa na

m [ZJ m [2] mlii] _ n-ésima malha dessa rede (fig. 10.32).
o PN P e P Aplicando a 1. lei de Kirchhoff a esta

malha, vem:

Figura 10.32 Filtro infinito
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(10.9.5)

(10.9.6)

Dados Z e 22 , queremos achar de que forma 7,, depende de n, varidvel discreta que
toma sé valores inteiros. A diferenga I, — I,_, = A, chama-se uma diferenga finita,
anédlogo discreto de uma diferencial: Af = f(x + Ax) — f(x), e a equagdo (10.9.6) €
uma equagdo de diferengas finitas, andlogo discreto de uma equagio diferencial.

Como os coeficientes das diferengas sao constantes, podemos procurar resolvé-la
da mesma forma que uma equagdo diferencial linear de coeficientes constantes, por uma

exponencial na varidvel (n):

e, substituindo na (10.9.6)

-pZ, +(Z, +272)—-;Z2

1

Multiplicando por (—p ) e dividindo por Z , obtemos

2 Zl
-2| 1+
P ( 2Z

2

]p+1=0

cujas raizes sao

=0

py =1+

Z
27,

—

+. 011+
J[ 222

Z

f..l

Vemos pelos coeficientes da equagio de 2.° grau (10.9.9) que

p+p_=1{p_=

P+

L { po=et=p=e

o

(10.9.7)

(10.9.8)

(10.9.9)

(10.9.10)

(109.11)
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e que, para ambas as rafzes, temos

1y L)1+ 2 10.9.12
2\P7 7 27, (10.9.12)

Nos exemplos acima, Z; € Z; sdo i W L ou

=
oC )

ou seja, imagindrios puros, de forma que

o radical em p+ € imagindrio puro e as raizes sio complexas conjugadas; caso contririo,

-~ ' o
elas sao reais. Comecemos pelo 1.7 caso:

=) 2 — f—
Z V4 Z
1+—=| <1 —-l<l+—=<«1 -1<—L-<0 (10.9.13)
2Z, 227, 4z,
* ) -
Nesse caso, p_ = (p+) (complexo conjugado), e 1 = p.p_ = Ip.1°. Logo, p: sio
Jatores de fase; a (10.9.8) da
I,/ =p =e"® (10.9.14)

onde P (defasagem da corrente entre 2 malhas consecutivas) se obtém da (10.9.12).

1, . . V4
l(p + l]z E(e’B + e"B) = cosﬁ =1+ = (10.9.15)

2 P 222
B=cos™|1+ L
27,

A corrente complexa na malha n fica, para a raiz p_,

0 que da

I_n = ]_0 e—iB"
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ou seja,

I =T et (10.9.16)

e,como ], = [, e'%, acorrente real é
0 Om

I,=1,,cos(Bn-oi-¢) (10.9.17)

que representa uma onda harmonica progressiva (Fisica Bdsica 2, Seg. 5.2) de corrente,

propagando-se ao longo da cadeia de malhas, da esquerda para a direita, com "nimero

de onda" B e velocidade de propagagio ®/f .

A raiz p, troca B — -, e representa portanto uma onda andloga propagando-se da

direita para a esquerda. A solugdo geral nesse caso seria uma superposi¢do das duas.
Se

—

(1+:4) 51
\ 2%4,) 7
a expressdo entre parénteses pode ser > 1 ou < —1.

Caso (i):

=—>0 (10.9.18)

Neste caso, pr>1 = e*comoa > 0,ep_<1 = ¢ % onde

v o) =cha=i+ % (10.9.19)
e ch € o coseno hiperbdlico.
Para a raiz p_, a corrente na malha n é
I=Tye { I =L (10.9.20)
e a corrente real é
I, =1, e cos(or +9) (10.9.21)

mostrando que ela ndo se propaga: atenua-se para a direita, por um fator ¢~ %, de cada
malha para a seguinte. Essa solu¢@o corresponderia a um gerador de corrente a esquerda,
alimentando a rede. A solugio p., = ¢* atenua-se para a esquerda, correspondendo a
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alimentag@o por um gerador de corrente colocado a direita; o € a constante de atenuagdo
por se¢do.

Caso (ii):

4 .4 (10.9.22)

Nesse caso, p+ € p_ sdo negativos, € podemos tomar

p. =—€"*(a>0) (10.9.23)

A tnica diferenga em relagfo ao caso (i) é que, além de atenuar-se de cada se¢do para a
seguinte, a corrente também troca de sinal (sentido), correspondendo a uma mudanga de
fase de m.
Em geral,
Z

Z,

¢ uma fungfo da freqiiéncia ®, como as reatincias, de modo que as condi¢des acima
sa0 condigdes sobre ®. Uma faixa de freqiiéncias em que a corrente se propaga

Z
(—1 < 472 < OJ

chama-se banda de passagem; nos outros casos (i) e (ii), em que se atenua, temos uma

banda proibida.

Como pode haver atenuagio, se 2. e Z» sdo reatincias puras, cuja resisténcia R
foi desprezada? A resposta é que a atenuagdo nio corresponde aqui a uma dissipagdo de
energia. A energia proveniente da fonte de corrente, numa banda’ proibida, vai ficando
acumulada nos capacitores e indutores ao longo da rede, sem que haja dissipa¢do. Em
conseqiiéncia, /, — O paran — oo.

Impedancia iterativa

Na realidade, nio existem filtros infinitos. Como entdo aplicar esses resultados?

A Podemos imaginar a cadeia como forma-
da pela justaposicio de elementos idénti-
cos, obtidos "cortando ao meio" cada se-
¢do, ou seja, atribuindo 1/2 Z, a cada

B

: lado (fig. 10.33).

Figura 10.33 Redivisio de filtro infinito
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Se tivermos um gerador de voltagem V na extremidade esquerda do filtro, entre
os pontos A e B, a corrente transmitida serd (digamos) /. A razdo

V/I=2Zr (10.9.24)

chama-se impeddncia iterativa ou impeddncia caracteristica do filtro. Podemos calcula-la
através do seguinte raciocinio.

Do ponto de vista de A e B, podemos substituir o filtro todo pela "impedincia
equivalente” Zr, mas isto também se aplica (uma vez que ele é semi-infinito) se substi-
tuirmos somente a porg¢do a direita dos pontos C e D. Logo, devemos ter:

1 5 1 =
— —z Z 7 Z,
2| - : Z
L .

ou seja, levando em conta as associagdes em série e em paralelo,

ZT:%ZJW .
gt (10.9.25)
4 ST
0 que da
Z ZL+Z
_ 7 o ° T
ZT=?+“'
1 — —
7+ZT+ZZ’
j— —_— 2 —_— e pR—— —_ —
5 21 5\ 5 = Zy ZiZy L2y 4,7, = -
ZT7+(ZT) +ZT22=(-2—J+ St + Dy

- S 1,-\2 —— f Z
— ZT = \/ZIZZ + Z(Zl) - "’2122 l+ ﬁ (10'9'26)

Se conseguissemos realizar fisicamente uma impedancia desse valor para todas as fre-
qiiéncias , bastaria emprega-la para terminar um numero finito de segoes do filtro para
que ele se comportasse como se fosse semi-infinito. Na pritica, isto em geral s6 pode ser
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feito de forma aproximada, em alguns dominios da freqiiéncia, conforme serd discutido
nos exemplos a seguir.

Quando a impedéncia terminal se afasta de Zr, é gerada uma onda refletida, que
se propaga em sentido oposto.

Exemplos
(a) Filtro transmissor de baixas freqiiéncias

Obtém-se iterando os elementos da fig.

L L L
BT o) O — 10.30 (fig. 10.34)
Temos entdo
C —— C —— = . Z 2
Z =iwL 472——403LC
= 1 = =
ZZ:i(oC Z,=L/C
Figura 10.34 Filtro transmissor de baixas freqliéncias 100 9
\lu.J.Ll}
ou ainda,
z _ o
4z, T @ - 0
onde
2
@, = = (10.9.28)
Assim, a regido de passagem (propagagdo) corresponde a
o
——>-1 {| 0<o<q : (10.9.29)

o

Justificando o nome do filtro (passa as baixas freqiiéncias e bloqueia as altas, acima de
Wo); Wo chama-se a fregiiéncia de corte (€ o dobro da freqiiéncia ressonante do circuito

L-C).

Na regido de passagem, o nimero de onda  é dado por

2

®
cosf=1-2—- (10.9.30)
0‘)0

de modo que B varia de 0 a © quando ® varia de 0 a @, .
Na regido de atenuagcdo (W > o), a constante de atenuagdo o é dada por

4 __ o ol
[472 pla < -1, caso (11)J
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2 2
—cha=1—2m—2{ cha =22 -1 (10.9.31)
Wo Wo
A impedéncia iterativa €
“_Iﬁlzz_\/_z_} o’ LC > _ |L[,_@
h | /
Na banda de passagem, ET é real e pode ser aproximado por uma resisténcia
L
R=.|— 10.9.33
c ( )

para @ << o .Jd na banda de atenuagio Zr teria de comportar-se como uma reatdncia
(imagindrio puro), com a dependéncia da freqiiéncia dada pela expressdo acima.

A
\[(L:

B A o4 | ReZ,

T

0

W,

Figura 10.35 Gréficos de P, o e Re Zr

gy
ey

W,

Os griéficos (fig. 10.35) ddo os comportamentos de 3, o e da parte real de Zrem fungio
de @ para esse filtro.

(b) Filtro transmissor de altas freqiiéncias

O elemento bdsico é o da fig. 10.31. A discussdo € andloga & do caso (a), e serd deixada
como exercicio.

(c) Filtro transmissor de banda

L C cC L
| Um dos exemplos mais simples desse
c c —— c tipo de filtro estd ilustrado na fig. 10.36.
T T Nesse caso, temos

Figura 10.36 Filro transmissor de banda
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) i 1
Zl—lﬁ)L—mC—l(l)L(l—mchJ
. (10.9.34)
o i { R
2 - (O] Zz e
o que dé
Z, 1, 1 1 2
—_— -0 LC 1—- —_-—1—(,0 LC e
4Z, 4 ( mchJ 4( ) (10539

que € > 0 para ® = 0 [caso (i) de atenuagdo] e — —oo para

atenuacfo]. Assim,

® — oo [caso (ii) de

4ZZ_12 <0 para ®>0, Eﬁ (10.9.36)
e passa pelo valor —1 para
%(l—mzLC)=—1 { WLC =4+1=5 { ® = 0, 5% (10.9.37)
A banda de passagem é portanto, nesse caso,
Lo oo, = > (10.9.38)
LC LC

e freqiiéncias fora desta banda sdo atenuadas.

B o
=
0 Q] (DZ ﬁ) 0 (D1 (,02 (T)

1

Figura 10.37 Comportamento de f e &
para o filtro transmissor de banda

O andamento de B € o neste caso estd
ilustrado na fig. 10.37. Note que a defa-
sagem permanece = T acima de ®;
[caso (i1)].

Aplicagées

Os primeiros filtros elétricos foram construidos por Campbell em 1906.

Figura 10.38 Sinal de componente DC
igual a Vo

Os filtros t€m uma variedade de apli-
cacOes prdticas. Assim, por exemplo,
um gerador DC rotativo poderia gerar
um sinal como o da fig. 10.38, que tem
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um valor médio V, > 0constante (DC), mas contém oscilagdes de freqiiéncia associadas
i rotag@o do gerador. Usando um filtro transmissor de baixa freqii€ncia, podemos atenuar
bastante estas oscilagdes e "filtrar" um sinal bem mais préximo da constante Vo .

Num aparelho de som de alta fidelidade, o ruido devido a rotagdo do motor de
um toca-discos, de baixa freqiiéncia, perturba o sinal proveniente da gravagdo; ele pode
ser eliminado (atenuado) por um filtro transmissor de alta freqiiéncia.

Num cabo telefénico, pode-se usar um filtro transmissor de banda para selecionar
sOmenie um 4os canais usados para HaANSMissIo da voz.

z

Finalmente, um filtro é uma estrutura periddica, e fornece uma excelente
ilustragdo do resultado citado na Seg. 6.6 sobre a propagacdo de ondas em estruturas
peri6dicas: a existéncia de bandas permitidas de fregiiéncia, em que a transmissio de
ondas é possivel, separadas por bandas proibidas, em que as ondas ndo se propagam
(ha atenuagio).

As bandas de energia dos elétrons nos cristais resultam de um efeito andlogo,

uintica, atra-

nranaoacs 4]
a 4 O 1 gudalliitd , Alld

0 CGlll a lJl Ul.luguy
a

o)

dac ondacg
AVICIN BR VUL 1E )

<

¢s da estrutura periédica da rede cristalina. Serdo discutidas no Vol. 4 deste curso.

PROBLEMAS

1. No circuito da figura, R, = 20Q e
- Ry = 60Q . Para que valor de R a poténcia
" O R, R dissipada em R ¢é afetada o minimo possivel
por pequenas variagdes de R?

2. No circuito da figura, a chave ¢ _N\/\/\/\_

ligada para ¢t = 0, com o capacitor descarrega-
do. Demonstre que, ap6s um tempo muito
longo, metade da energia fornecida pela bate- R —_—C
ria estard armazenada no capacitor, € a outra
metade terd sido dissipada na resisténcia.
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4. Demonstre que o circuito da figu-
ra tem duas freqiiéncias possiveis de oscilagio
livre, e calcule os valores dessas fregiiéncias.

6. Calcule a impedincia do circuito
da figura entre os pontos 1 e 2 a freqiiéncia
® € mostre que, se as constantes de tempo
Tc e T forem iguais, a impedéncia serd inde-
pendente da freqiiéncia.

3. No circuito da figura, a chave é ligada para
t = 0, com o capacitor descarregado. Calcule
a voltagem V(¢#) através do capacitor apds um
tempo ¢.

5. No circuito RLC em paralelo (figura),
(a) Calcule a freqiiéncia angular ®, das os-
cilagoes livres € a constante de amorteci-
mento . (b) Para R =.10k Q, C = 1 puF,
L = 10 mH, qual € o valor de w,? Depois
de quantos perfodos a energia eletromagnética
se reduz 2 metade doseu valor inicial?

Te— 2




8. No circuito da figura, & = &o cos(w1?).
Calcule a freqiiéncia angular de ressonancia, defi-
nida como o valor de ® para o qual a reatincia
do circuito se anula.

10. No circuito RLC em série (figura}, com
& = &9 cos (w1), ache para que valor de ®
a amplitude da voltagem serd médxima: (a)
através do capacitor; (b) através da bobina.
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7. Calcule a freqliéncia angular de oscilagéo
livre do circuito da figura, onde L2 € a indu-
tancia miitua entre as bobinas.

9. No circuito da figura, fecha-se a chave em
t=0,comé& = &p sen(w? + %). (a) Ache
a corrente I(), incluindo o termo transiente e
a solucdo estaciondria. (b) Para que valor de
® o transiente desaparece?

_— O
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R 11. No circuito da fig. ao lado, a chave € li-
Y AVAVAVANEE gada em ¢t = 0, com o capacitor descarregado.
(a) Ache a corrente I em fungdo do tempo.
(b) Ache a energia armazenada em C, apds
um tempo muito longo.
(c) Ache a energia total fornecida pela bateria,
jO——w——— durante esse tempo.

(d) Obtenha a energia total dissipada no resis-

tor durante esse tempo. Mostre que a metade da energia fornecida estard armazenada no capacitor
e a outra metade dela terd sido dissipada no resistor.

)B/
12. Uma espira circular de raio a, auto-indutancia L e resisténcia R gira em torno do eixo
z (fig. acima), com velocidade angular constante ®, num campo magnético uniforme B.

X

(a) Calcule a fem & e a corrente I induzida na espira, em regime estaciondrio (apds um tempo
longo).

(b) Calcule o vetor momento de dipolo magnético m correspondente.

(c) Obtenha o torque (vetor) T correspondente sobre a espira.

13. Um fio metdlico isolado, de resistividade p e secdo transversal de drea S, é enrolado
num cilindro de madeira de raio a e comprimento /, ficando com N espiras bem juntas umas das
outras. As extremidades do fio estdo ligadas a um gerador de corrente alternada de freqiiéncia
angular ®. Calcule:

(a) A resisténcia R do fio.
(b) A auto-indutincia L do fio.
(¢) A diferenga de fase ¢ entre a corrente I ¢ a voltagem V através do fio.
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MATERIAIS
MAGNETICOS

No capitulo 5, discutimos 0 que acontece com o campo elétrico no interior de
um meio material: vimos que um meio dielétrico fica polarizado e que as cargas de
polarizagcdo (volumétricas e superficiais) contribuem para E, reduzindo sua magnitude
dentro do meio.

No presente capitulo, vamos discutir o anidlogo desses efeitos para campos mag-
néticos no interior da matéria. Embora haja analogias, hd também diferengas importantes,
devido ao fato de que ndo existem cargas magnéticas: as fontes do campo magnético sio
correntes.

Entretanto, ha uma dificuldade basica, semelhante 4 que encontramos ao procurar
um modelo microscépico para a condutividade elétrica: uma descrigdo na escala atdmica
requer a mecdnica quantica. Aqui o problema é ainda mais grave: conforme veremos, se
valesse a fisica classica, ndo existiriam materiais magnéticos!

Apesar disso, é til desenvolver o tratamento cldssico (da mesma forma que foi
itil o modelo da Se¢. 6.4 da condutividade), porque serve como base para uma discussio
da fenomenologia de materiais mﬂagnéticos e hd analogias com a forma das relagdes
encontradas no tratamento quantico.

11.1 Correntes de niugneliza;&o

Apos a descoberta dos efeitos magnéticos das correntes, foi sugerido por Ampére
que a magnetizagdo de meios materiais (com os {mis permanentes) deveria originar-se
de correntes microscopicas, que foram denominadas correntes de Ampeére; assim, todos
os fendmenos magnéticos seriam gerados por correntes.

Decixando para mais tarde discutir a origem dessas correntes na escala atdomica,
vamos admitir a sua existéncia ¢ ver como ela se reflete na escala macroscopica.
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Figura 11.1 Correntes de Ampére
num material magnético

Consideremos, para fixar as idé€ias, uma
barra cilindrica uniformemente imantada
na dire¢do axial, que tomaremos como
eixo dos z. Segundo a imagem de Ampe-
re, a magnetizacio resulta de correntes
microscopicas, que podemos pensar como
circulares e fluindo em planos perpendi-
culares ao eixo z. A fig. 11.1 representa
um corte transversal do cilindro, suposto
circular de raio a. A uniformidade da dis-
tribuigdo das microcorrentes (homoge-
ncidade), todas igualmente orientadas, faz
com que os efeitos de elementos adjacen-

tes, em pontos internos, se cancelem dois a dois OO ; o fluxo através de elemen-

tos de superficie internos € = 0.

Entretanto, isto ndo vale na superficie do cilindro, pois ndo hd elementos adja-
centes externamente. O efeito resultante equivale portanto ao de uma corrente superficial,

confinada & superficie do cilindro (em linha interrompida na fig. 11.1).

z A

S>

Im

Figura 11.2 Corrente superficial
no cilindro

Seja J.. a densidade de corrente su-
perficialcorrespondente, definida de
tal forma que 1 J.1dz = di é a inten-
sidade de corrente no anel de altura
dz (I J.| =di/dz ¢ a intensidade de
corrente por unidade de comprimento,
medida em A/m). A diregdo de J,, é tan-
gente ao cilindro e, com a orientagdo da
fig. 11.2,

I, =(di/dz)$ (11.1.1)

Conforme vimos no Cap. 8, a espira anular de altura dz percorrida por uma corrente de
intensidade di tem um momento de dipolo magnético

dm = (di) S = (di) & a*2 (11.12)

onde S € a drea orientada correspondente. Logo,
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lam| =

(naz)dz =

J,. J,.|dv (11.1.3)

onde dv € o volume do cilindro de altura dz.

A magnetiza¢cdo M &, por defini¢io, o momento de dipolo magnético por unidade
de volume:

M= Im (11.1.4)
dv

. A A A -
Como ¢ = z X p, resulta entio

J,=Mxp = Mxi (11.1.5)

onde n € a normal externa a superficie do cilindro. Dizemos que [,, é a densidade de
corrente superficial de magnetizagdo, e este resultado é o andlogo da (5.6.7),

6,=P-n
b

para a densidade de carga de polarizag@o superficial nas faces de um dielétrico homoge-
neamente polarizado com polarizagio P (Cap. 5).

Da mesma forma que uma polarizagio inomogénea leva a existéncia de uma
densidade volumétrica de carga de polarizacido, uma magnetizacdo inomogénea
M = M (x,y, z) também corresponde a uma densidade volumétrica de corrente de mag-
netizagao jm.

Com efeito, imaginemos que o material magnetizado esteja (mentalmente) sub-
dividido em blocos de volume A x A y A z, suficientemente pequeno para que a magne-
tizaglo possa ser considerada como homogénea dentro de cada bloco, mas varie entre
blocos adjacentes. |

z ? ? M, (x.y,z) 1 M%(x,y+Ay,z)

- | A

J . } i il J+AJ, A fig. 11.3 mostra entio que nfo mais
O o B L o haverd cancelamento das correntes super-
~ t _ s L ]
T ficiais de blocos adjacentes. Para a face
A ./L_._——’-————/J—-—-»g———j—“-————.-y N
e o o adjacente 1 ( O y), a corrente resultante
na diregdo x serd, pela (11.1.5),
X

Figura 11.3 Magnetizagdo inomogénea:
blocos adjacentes

oM
=1 (x.3.2)+ T (x.y+ Ay,z) = =M (x,y,2)+ M (x,y + Ay,z) =+ 5 &

= intensidade / (por unidade de comprimento na dire¢io z)
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correspondente a uma intensidade

Mi=(AJ) Az=+

oM,
““a“"*“"AyAz (11.1.6)
y

através da face (Ay Az).

e

~
~
Qb
~
N
.

S

Figura 11.4 Magnetizagdo inomogénea:
blocos superpostos

Outra contribuicdo para J, vem da face
contigua superior perpendicular a Oz [as
faces perpendiculares a Ox ndo contri-

buem, porque s6 transportam corrente nas

z
(Rt :
BTty At
Sk v
i tera) T
i - 1
i A - M (X,Y,2)
. ) AR
Juond b
S
P! SV et Jorald,
7 N IO Yt
; ; /’/ '
i e M (XY, 2+ A2Z)
I ]

dire¢des y e z]. A corrente resultante é

Ty g =T (xy. 2+ A7) =

=M,(x,y,2) - My(x,y, 2+ Az) =

oM
0z

yAZ

0 que dd uma contribuiciio a intensidade da corrente que atravessa a face Ay Az de

A2i=(AJx)Ay=—%AyAz (11.1.7)
A corrente total através de Ay Az € entido
Aqi+ Azi:(agiz —aaizy]AyAzij Ay Az (11.1.8)
0 que d4
Jp = (%;i~%}= (rotM)_ (11.19)

Como Ox é uma diregdo arbitrdria, vemos que a densidade de corrente volumétrica de

magnetizagdo ¢

i, =rotM = VxM

(11.1.10)
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resultado andlogo a p, = —div P [cf. (5.6.12)] para um dielétrico com polarizagio ino-
mogénea. As correntes j,, também sdo "ligadas" aos dtomos.

Para um bloco de material homogeneamente magnetizado, resulta j,, = 0, mas
a descontinuidade de M nas faces leva a (11.1.5) como caso particular:

J, =RotM = fi,, x(M, - M,) = M xii

poisM, = 0eM,; = M.

T 2z M

Em particular, um cilindro longo com
magnetizagdo homogénea (barra iman-
tada) equivale a uma distribui¢io de

corrente superficial obtida na (11.1.1)
(fig. 11.5)

di . .
Y= b= Mp (11.1.11)

o

Figura 11.5 Cilindro homogeneamente
magnetizado

como num solendide com espiras muito juntas. Vemos também que a unidade de mag-
netizacdo € A/m (ampéres por metro).

11.2 O campo H

O campo magnético B produzido pelas correntes de magnetizagdo se soma aquele
devido as correntes j consideradas até aqui, devidas ao transporte de portadores de carga,
que chamaremos de correntes livres (as correntes de magnetizagio sdo "ligadas", como
as cargas de polarizacdo). Logo, na presenga de magnetizagdo, a lei de Ampére fica

rot B = po(j + jm) = Mo J + Mo rotM (11.2.1)

0 que podemos escrever (lei de Ampere para H)

otH = j (11.2.2)
definindo um novo campo H por
HEE-—I\I (11.2.3)
Ho
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Esses resultados sdo o analogo de [cf. (5.6.14)]

divD =p

D=¢, E+P (11.2.4)

para dielétricos. Novamente, 1/, € o andlogo de &, .
Vemos também que a unidade de H é o ampére/metro, como a de M. As fontes
de H sdo apenas as correntes livres. Por outro lado,

divH = —divM (11.2.5)

de forma que as linhas de H ndo sdo fechadas, como as de B, se M ndo € homogéneo

{ou se € descontinuo, como ocorre na interface entre um meio magnetizado e o vicuo)

Equagdo constitutiva

.
N aNrtMmo T

= ieoican A N
| 1_BLUSSAU aliiiia, Hal p

3

tnda o
Il 0Gd d

o
o) =

.

isotrépicos, tinhamos a relagcdo constitutiva

~

meios dielétricos lineares, homogéneos
(5.6.9),

P=g,xE = D=¢g{l+%x)E=¢xE=¢E (11.2.6)

(x = constante dielétrica; € = permitividade do dielétrico; ¢ = susceptibilidade dielétrica).

Analogamente, se tivermos um meio magnético linear, homogéneo e isotrdpico,
a magnetizagdo M ¢ proporcional ao campo B (ou, equivalentemente, H) no interior do
meio:

M=y, H . (112.7)

onde Y . chama-se susceptibilidade magnética do meio. Daf resulta

B =po(H+M)=po(l +%,)H=pH (11.2.8)

onde

w=po(l+%m) = Hokm ¢ K =1+ % (11.2.9)

A constante material | chama-se permeabilidade magnética do meio, e
Km = 1+7% . (0 andlogo da constante dielétrica) € a permeabilidade magnética relativa
(ndmero puro, sem dimensdes). Em particular, no vdcuo, i = Lo ; daf chamarmos o de
permeabilidade magnetica do vdcuo.
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Unidades:
N A
[Bl=(—=—7%; [u]:F i [H]=E

Os materiais magnéticos lineares sio de dois tipos, diamagnéticos
(L < Ho, Xm < 0) e paramagnéticos, (L > Ho, Xm > 0).Emambos os casos, como
vamos ver, | x| é << 1: valores tipicos sio da ordem de 10~ a 10, ou seja, trata-se
de efeitos muito pequenos; a polarizagdo de dielétricos ¢ muito mais forte (comparativa-
mente), do que a magnetizagdo destes materiais. Isso implica i = Lo e B = po H.

Efeitos fortes sdo encontrados apenas para materiais ferromagnéticos, mas estes
sdo ndo-lineares, o que equivale a dizer que ¥ ., € [l variam com B.

Vamos discutir primeiro um modelo cldssico do diamagnetismo e paramagnetis-
mo; veremos depois por que ele ndo é adequado.

11.3 A razdao giromagnética

As correntes microscOpicas postuladas por Ampeére sdo correntes na escala ato-
mica. Embora niio exista um "dtomo cldssico”, podemos considerar um modelo hibrido,
o dtomo de Bohr, onde se imaginava a existéncia de 6rbitas dos elétrons em torno do
nicleo, descritas classicamente, embora determinadas por "regras de quantizagdo" (a teo-
ria de Bohr foi precursora da mecinica quéntica).

Consideremos entdo uma particula de car-
ga g e massa M, descrevendo (fig. 11.6)
uma 6rbita fechada em torno de um ponto
O (ntcleo), sob a acdo de forgas centrais
(forca coulombiana, no dtomo de Bohr).

Se T € o periodo da 6rbita, a intensidade

da corrente associada ao movimento da

Figura 11.6 Orbita de Bohr

particula (carga por unidade de tempo
que atravessa cada ponto da 6rbita) €

_4
s (11.3.1)
e o momento de dipolo magnético associado a drbita é
oo 1
m=lS=l'“—§l‘><dI' (11.3.2)
27

onde a ? , estendida a orbita, é = 2S (na fig. 11.6, 1/2r X dr é a area orientada do
triﬁngulochachurado).
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Como dr = vdt (v = velocidade instantinea da carga),

__thg
m = oo Crxvdt (11.3.3)

Mas, se M € a massa da particula (p = Mv = momento linear)

SEVIVPE B (11.3.4)
M - M

onde 1 € o momento angular da carga em relagio ao centro, que se conserva, por tratar-se
de um movimento sob a agfio de forgas centrais. Logo, a (11.3.3) fica (I sendo constante)

Mas j‘) dt = 1 (periodo da drbita). Logo, finalmente,
c

m = vyl (11.3.5)
onde
q
Y= M (11.3.6)

Vemos portanto que o momento de dipolo magnético (m) associado & "corrente
de Ampére" produzida pela circulagdo da carga q na 6rbita é proporcional a 1, o mo-
mento angular orbital da particula. A constante de proporcionalidade vy chama-se razdo
giromagnética cldssica. Para um elétron, ¢ = —e e M = m, (massa do elétron); logo,

Y, = —— (1137

B 2m,

A mecénica quintica leva a uma relacfio idéntica a esta entre momento de dipolo
magnético e momento angular orbital de um elétron. O sinal ( —) implica que o momento
magnético € antiparalelo ao momento angular. Como 1 e m sdo aditivos, a mesma relagfio
se aplica ao momento magnético fotal M associado as 6rbitas dos diferentes elétrons do
dtomo: M = y. L, onde L ¢ o momento angular orbital resultante do conjunto de elé-
trons. Finalmente, somando sobre todos os dtomos, o resultado se estende a um corpo
macroscopico.

Isso permitiu uma verificagio experimental, detectando efeitos giromagnéticos.
Um deles, observado por J. S. Barnett em 1914, é a magnetizacdo por rotagdo de uma
barra cilindrica de ferro, inicialmente ndo-imantada. A experiéncia inversa, realizada por
A. Einstein e W. J. Haas em 1915, consistiu em suspender um cilindro fino do iaterial,



11.3 A razdo giromagnética 239

através de uma fibra de vidro, dentro de um solendide, imantd-lo (pela passagem de
corrente através do solendide) e observar a tor¢do da fibra provocada pela rotagdo do
cilindro. O efeito (como no caso de Barnett) € muito pequeno.

Einstein e de Haas conseguiram observa-lo usando uma técnica baseada em res-
sonincia entre as oscilagdes da magnetizacio, provocadas pela passagem de uma corrente
alternada através do solendide, e as oscilagdes mecanicas da fibra de suspensdo. A ex-
pectativa era encontrar Y = Y., demonstrando a existéncia das correntes de Ampere e a
sua origem nos movimentos orbitais dos elétrons atémicos (a teoria de Bohr tinha sido
formulada 2 anos antes).

Empregando um cilindro de ferro, Einstein e de Haas encontraram um resultado
consistente com 0 que esperavam, ¥ = Ye, mas nio tinham feito a experiéncia com
suficiente cuidado. Experiéncias realizadas alguns zaos mais tarde, e confirmadas com
precisdo cada vez maior desde aquela época, mostraram, para materiais ferromagnéticos
(Fe, Ni, ...), tanto no efeito Barnett como no efeito Einstein-de Haas, que, com muito boa
aproximacio, nestes materiais

v =2y, = —— (11.3.8)

m,

ou seja, a razdo giromagnética é o dobro da cléssica.

A explicagio desse resultado s6 veio com a descoberta do spin do elétron (jd
mencionado no cap. 6). Além do momento angular orbital em rela¢do ao nicleo atd-
mico, o elétron tem um momento angular intrinseco, o spin, comparavel (>mbora esta
imagem seja imprépria) ao de um giroscOpio em rotagdio em torno de seu eixo. O spin
também gera um momento magnético, mas com razdo giromagnética dupla da cldssica.
A magnetiza¢do de materiais ferromagnéticos é devida quase exclusivamente ao spin
dos elétrons (Se¢. 11.7).

O momento angular total J dos elétrons de um atomo € a resultante de seus
momentos angulares orbitais e de spin, e a razdo giromagnética correspondente para o
itomo como um todo é da forma

e
m=gy J=-g o J (11.3.9)

onde g é um ndmero positivo da ordem da unidade, conhecido como fator g de Landé,
que pode ser calculado com o auxilio da teoria quiintica do momento angular (para o spin
de um elétron isolado, g = 2).

Em materiais diacinagnéticos, os dtomos tém momento angular roral = 0, de forma
que ndo possuem momento de dipolo magnético permanente (intrinseco): ele € induzido
pelo campo magnético externo. Materiais paramagnéticos t€m &dtomos com J # 0,
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portanto dotados de momento magnético intrinseco, e o efeito principal do campo B

externo € orientar esses dipolos.

11.4 Diamagnetismo

A

B=Bz

C q=—e ¢

Figura 11.7 Coordenadas no atomo

Vejamos o que acontece com 0 movimen-
to dos elétrons num dtomo quando ele é
submetido a um campo externo B. Para
isso, vamos imaginar que o campo ¢é liga-
do gradualmente, durante um certo inter-
valo de tempo, passando de 0 ao valor
final B. Dentro das dimensdes atdmicas,
podemos considerar o campo como sendo
uniforme; tomaremos a dire¢io de B
como eixo Oz, com origem O no centro
do dtomo (fig. 11.7), com B = B (1) z.

Pela lei de Faraday, a variagdo com ¢ do fluxo de B através do dtomo induz um
campo elétrico E. Tomando um caminho C circular de raio p com centro em O, passando
pela posi¢do de um elétron, no plano (xy) perpendicular a B, a lei de Faraday da

C dt

_ dbc ,dB
5’: E-dl=-C=_gp E—an(Eq,) (11.4.1)

onde < E > ¢ o valor médio da componente tangencial de E ao longo de C. Logo,

(E,) = ~—~§ 4B . (11.4.2)

O torque correspondente sobre o elétron, em relacio a O, é

aB

(x,) = (=e) (E,)p = %pzez (11.43)

e, pela lei fundamental da dindmica de rotagdes, ele dd a taxa média de variagdo temporal

do momento angular orbital /, deste elétron:

ary 1o,
dr| = 2P

dB
= 11.4.4
- ( )

Integrando em relagdo ao tempo de t = 0 (B = 0) até o valor final do campo B, vemos

que a variagdo de momento angular associada a esse elétron é
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1 .
L =5ep’B (B = B3, p* = x* +3?) (11.4.5)

e, como se trata de momento angular orbital, a razio giromagnética € a cldssica, de forma
que o momento de dipolo magnético associado ¢ (o indice 1 refere-se & contribuigio de
1 elétron)

e2

ewvl=—fb y=_ 2
m =v,1= 2ml— 4mpB (11.4.6)

(4 (4

Para um atomo com Z elétrons (Z = nimero atémico), devemos somar sobre todos eles,
5 . 2 e 7 0 . ) -
substituindo p~ pelo seu valor médio. Esperamos que o dtomo tenha simetria esférica na

auséncia de campo externo, o que da

(3= ()= @) =50 (7 =2y e2) a147)
Logo,
2
()= (st +57) = 5 )
e vem
m = _% f; (*)B { m = - 62,2 ()8 (11.4.8)

onde m é o momento de dipolo magnético total do dtomo induzido pelo campo. Vemos
que m é antiparalelo a B, em conformidade com a lei de Lenz.

A magnetizacdo M (momento de dipolo magnético por unidade de volume) se
obtém multiplicando m pelo nimero N de dtomos por unidade de volume:

2
M = Nm = -N 2 (:2)p (11.4.9)

6m,

Como B = [ H para materiais nio-ferromagnéticos, concluimos que a susceptibilidade
magnética (11.2.7) ¢ dada por

Ze?
Xm= "NHO 6me <r2> (11.4.10)

onde o sinal negativo corresponde a lei de Lenz: a magnetizagdo induzida se opde ao
campo B. A (11.4.10) é a formula de Langevin.
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A susceptibilidade molar é referida a 1 mol da substincia (massa em g igual i
massa atdmica); neste caso, N é o niimero de Avogadro, = 6 X 102 . Como, para 1 mol,

2
2 1,6x1071°
¢ z6x1023x4nx10'7><£—————_)31
6m, 6x91x10

Nug ~3,5x10° / m?

e a ordem de grandeza tipica da susceptibilidade diamagnética molar é — 10™"' Z/mol ,
concluimos que < r* > é da ordem de 10 ™' m?, 0 que concorda com a ordem de grandeza
das dimensdes atémicas (< 107°m).

Uma das substiincias mais fortemente diamagnéticas é o bismuto, para o qual
Am = —1,7 X 10—4; outros exemplos sao Hg, Ag, Pb, H, e H,0O.

Devido ao sinal negativo de . (M antiparalelo a B), em confronto com a sus-
ceptibilidade dielétrica % (que é > 0), o comportamento de uma amostra diamagnética
num campo magnético inomogéneo ¢ o oposto do de um dielétrico num campo E inomo-
géneo. O dielétrico, como vimos no Cap. 4, é atraido para as regides em que | E| é mais
intenso.

Um material diamagnético, colocado num
campo B inomogéneo, como o da fig.

A 11.8, é (fracamente) repelido pela regido
onde | B | € mais intenso (p6lo pontiagudo
do ima).

S A teoria quintica leva a um resultado for-

malmente idéntico a férmula de Langevin
para % ., permitindo ao mesmo tempo
calcular <r?>. Classicamente, porém,
nao existe uma expl'rcagﬁo para a estabi-
lidade do 4tomo: os elétrons colapsariam
para dentro do nicleo, levando a

Figura 11.8 Campo B inomogéneo

<r’> = Oeyxm = O (cf. Seg. 11.6).

11.5 Paramagnetismo

Consideremos agora uma substincia paramagnética, cujos dtomos ou moléculas
ttm um momento de dipolo magnético intrinseco (permanente) | mg | . Na auséncia de um
campo magnético externo, os dipolos my estdo orientados em dire¢des distribuidas ao
acaso, e a magnetizagio resultante (valor médio) é = 0.

Um campo B externo tende a alinhar os dipolos, levando a M # 0. Note que
sdo energeticamente favorecidos dipolos paralelos (ndo antiparalelos) a B, de forma que
X~ serd > O para materiais parerragnéticos.



11.5 Paramagnetismo 243

A tendéncia ao alinhamento encontra oposi¢do na agitacdo térmica; assim, a
susceptibilidade paramagnética deve depender da temperatura T, diminuindo quando T
aumenta. Para calcular ,, , precisamos usar a mecdnica estatistica.

Vimos (Fisica Bdsica 2, Seg. 12.2) que a probabilidade de encontrar uma parti-
cula (dtomo, molécula) com energia potencial U num campo de forgas, a temperatura 7,
¢ proporcional ao fator de Boltzmann.

F = exp (— k_l:]r'_J (11.5.1)

onde k = 1,38 x 107 J/ K é a constante de Boltzmann.

Bi Para um dipolo magnético my num cam-
po externo B, a energia potencial €, como
/ m, vimos,

6 U=-mg, B=-mB cos® | (11.5.2)

onde 6 (fig. 11.9) é o dngulo entre mg €
B. Logo,

Figura 1.9 Dipolo magnético permanente
no campo B

F = exp (n;OTB cos@] (11.5.3)

O nimero de particulas, por unidade de volume, em que a dire¢do de mo cai dentro de um
angulo solido d 2, com d Q = senB d 0 d ¢ em coordenadas esféricas [cf. (3.4.11)], é

B
dN = A5 dQ = A exp ('ZOT cos 8)sen 0d6de (11.5.4)

onde A é uma constante, tal que ff dN = N ¢é o nlimero total de particulas por unidade
de volume, ou seja,

2n |m
Aldyp | Fsenb8dB=N (11.5.5)
0 0

Para campos B e temperaturas T usuais, a energia magnética de alinhamento é muito
menor que a energia térmica:

T << 1
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e
_ myB _ M
S‘-exp( T cosOJ~1+ T cos0 (11.5.6)
Mas
b 1 T
cosOsend dd = —=cos(20)] =0 (11.5.7)
0 4 0
de forma que a (11.5.5) d4, com
Tt T
J.sen 0 dO = —cosO| =2,
0 0
r }\v]
4nA=N i A=_o (11.5.8)
ou seja,
_ N[, mB
dN = an (1 + €08 BJSCn 0d0dy (11.5.9)

0 que dd a fragcdo d N/ N dos dtomos com my dentro de dQ.

Para calcular a contribuigdo desses dtomos & magnetizagio M, basta considerar
a componente na diregdo de B, mocos 0, pois as componentes perpendiculares a B se
cancelam (por simetria, M é paralelo a B). Logo,

N, 2
M = J-(mo cosB)dN = =20 do
4n 0
(11.5.10)
& myB
x_[) (l + o SO 6] cosB sen 640
A integral do primeiro termo se anula, pela (11.5.7). Assim,

1 N( (11.5.11)

2
mo) BJ-7rc s
T . cos“OsenBdo

Com a mudanga de varidvel cos 6 = x, vem
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T 1 3|1
J. cos?0sen 040 = J xidx = L1 -2—
0 -1 3 . 3
de modo que, finalmente,
M = N(’"O)2 B (11.5.12)
=0 O3kT e
o que dia, com B = o H (Sec. 11.2),
2
(mo) (11.5.13)

C
Xm = NLg KT =7f

que é > 0 e obedece a lei de Curie (descoberta por Pierre Curie em 1895): a susceptibi-
lidade paramagnética é inversamente proporcional a temperatura absoluta 7, conforme
esperado A constante C chama-se constante de Curie, e a partir dessa relag o podemos

eriéncia, o valor de mg (cujo célculo tedrico requer a

L) [ St Radiidas hatnbad et hd

A~

mecinica quéintica). Em contraste, a susceptibilidade dlamagnetlca ndo depende de T.

Valores tipicos de mg sdo ~ 107 (Se¢. 11.7), o que d4, a temperatura ambiente,
valores tipicos de ¥ .. < 107 . Embora nestas substincias também exista sempre um efeito
diamagnético, vemos que ele pode ser desprezado em confronto com a susceptibilidade pa-
ramagnética, que é bem maior. Sfo exemplos de materiais paramagnéticos: Al, O, .

Um material paramagnético € fracamente atraido para a regido onde | B | € mais
intenso, num campo inomogéneo (como um dielétrico com | El inomogéneo).

E importante notar que os resultados acima foram obtidos para meB << kT, 0
que deixa de valer para temperaturas suficientemente baixas. Neste caso, porém, os efeitos
quinticos dominam. O paramagnetismo é empregado, inclusive, para atingir temperaturas
ultra-baixas, pelo método da "desmagnetiZzacdo adiabdtica”.

11.6 Critica do tratamento classico

Vamos ver agora que os resultados precedentes nio sdo realmente aplicdveis: um
tratamento cldssico cuidadoso leva a total auséncia de magnetizagdo num material em
equilibrio térmico. Isso foi mostrado pela primeira vez em duas teses de doutorado de
1911: a de Niels Bohr e a da fisica holandesa J. H. van Leeuwen.

Consideremos um sistema em repouso dentro de uma caixa, em equilibrio termo-
dinfimico 2 temperatura T. De acordo com a mecinica estatistica cldssica, a probabilidade
de encontrar o sistema num estado de energia E (que temos de usar para calcular o valor
médio da magnetizagio, como foi feito acima) é proporcional ao fator de Boltzmann

E
CXp| =T
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Para calcular M, temos de saber como esta probabilidade ¢ afetada pela presenga
de um campo magnético externo B, comparando o sistema com campo com o sistema na
auséncia de campo.

O sistema é formado, ao nivel atdmico, de particulas carregadas (elétrons e pré-
tons), que interagem com o campo magnético. A forga exercida pelo campo sobre uma
particula de carga g e velocidade v € a forga de Lorentz g v X B . Mas sabemos que essa
forga ndo realiza trabalho, porque é perpendicular a v. Logo, ela ndo altera a energia E da
particula: a distribuigdo de probabilidades dos vérios estados de movimento é a mesma na
caixa com B # 0 e com B = 0, quando em equilibrio termodinimico & temperatura 7. Isso
implica que ndo pode haver magnetizagio induzida pelo campo magnético: M = 0 ¢
Am =0

O que estd errado nos raciocinios acima, que levaram a %, # 0 ? Em ambos os
casos, admitimos a existéncia de modelos atdmicos estdveis, num deles com <r>> # 0
e no outro com mo # 0. Ambas as hipiteses ndo sio vdlidas classicamente: a estabilidade
do dtomo e da matéria decorrem de efeitos quinticos.

Por outro lado, admitindo essa estabilidade (como fizemos), obtém-se resultados que
preservam algum grau de validade na teoria quintica. Daf a utilidade do tratamento acima.

11.7 Ferromagnetismo

Além da substincia ferromagnética mais importante, o Fe, hd outros elementos
ferromagnéticos, como Ni e Co, bem como ligas deles com Fe.

Num material ferromagnético, | M| é vdrias ordens de grandeza maior do que em
materiais paramagnéticos ou diamagnéticos, e a relagdo entre M e H & ndo-linear. Gra-
ficamente, pode ser representada por uma curva de magnetiza¢do. A natureza dessa curva
depende ndo s6 do material, mas do tratamento a que este material foi.submetido, ou seja,
da histdria anterior.

M ‘r
Consideremos primeiro um mate-
rial como o ferro doce, em geral prepara-
do por aquecimento até uma temperatura
0 elevada, seguido de resfriamento lento

Y
I

(processo de recozimento). Se submeter-
mos uma amostra, inicialmente desmag-
netizada, a um campo H crescente, a cur-
va de magnetizagio terd tipicamente o

aspecto indicado na fig. 11.10, onde va-

Figura 1110 Curva de magnetizacio lores negativos de H correspondem 2 in-

de um material ferromagnético versao do sentido de H.
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O coeficiente angular inicial d M /d H , que define uma "susceptibilidade inicial"
Y m , € extremamente elevado, com valores da ordem de 10 a 10? , contrastando com os
valores muito préximos de 1 encontrados em materiais diamagnéticos ou paramagnéticos.

Entretanto, 2 medida que H cresce, M vai crescendo mais lentamente, tendendo
a atingir um patamar ap6s o qual se mantém praticamente constante, efeito conhecido por
saturagdo. Se continuarmos definindo  como B/H (que passa a ser uma fungiio de H),
a permeabilidade magnética relativa L/ Lo atinge valores tipicos ~10* e o campo B de
saturagdo chega a ~10* Gauss (= 1T = 1 Wb/m? ).

Devido a aplicagiio de materiais ferromagnéticos como nticleo de transformadores
(para aumentar o fluxo de indugdo), interessa-nos seguir o comportamento de M quando
H é um campo oscilante, invertendo-se periodicamente (corrente alternada).

A M Para um material magneticamente "duro”,
como 0 a¢o temperado, produzido por
aquecimento seguido de resfriamento
brusco, o comportamento tipico estd ilus-
trado na fig. 11.11. Se comecarmos com

o material desmagnetizado, ele segue ini-

cialmente uma curva de magnetizagio
como O — A, do tipo da jd discutida.

F Entretanto, se diminuirmos H a
partir de A, M ni3o volta pelo mesmo ca-
minho A — O : decresce mais lentamen-

Figura 11.11 Ciclo de histerese te, segundo a curva A — C. No ponto
.C,emque H=0, M ¢+ 0: o material

permanece imantado na auséncia de campo magnetizante externo. O valor de M no ponto
C chama-se magnetiza¢do residual, e o fendmeno é conhecido como remanéncia.

Invertendo o sentido de A e aumentando | H |, a magnetizagdo segue o trajeto
C — D : ¢ preciso atingir um valor negativo de H suficientemente grande, associado ao
ponto D, para que M volte a se anular. O valor de | H| no ponto D chama-se coercividade
do material.

Continuando com H < 0 e | H| crescente, | M| volta & regidio de satura¢do no
ponto E. Repetindo o ciclo em sentido inverso a partir de E, a magnetizacdo segue o
caminho £ — F — G da fig. 11.11 e daf volta para A, fechando o ciclo, que daf em
diante vai sendo percorrido periodicamente para uma corrente alternada.

O fato de que a curva de magnetiza¢do ndo é univoca, dependendo da histéria
anterior, chama-se histerese (do grego "atraso"), e o ciclo fechado que acabamos de
descrever chama-se ciclo de histerese. No caso do ferro doce, também h4 um ciclo de
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histerese, mas a sua "largura” (distincia entre D e G na fig. 11.11) € muito menor,
podendo aparentar uma curva univoca em forma de "S".

Os resultados acima descritos para materiais ferromagnéticos valem somente para
temperaturas T abaixo de uma temperatura © caracteristica de cada material, chamada
ponto de Curie: seu valor é de 1043K para o Fe; 1388K para Co e 627K para o Ni. Para
T > ©, o material torna-se parammagnético, e sua susceptibilidade magnética Y » , como
fungdo de T, obedece & lei de Curie-Weiss [generalizagio da lei de Curie (11.5.13)]:

X = (T > 0) (11.7.1)

onde C é a constante de Curie do material, quando paramagnético [na realidade, para T
1 © (por valores superiores), verifica-se que

B
T-0
deve ser substituido por
S
(T -0)
onde Y € um expoente critico caracteristico da substincia; para o Fe, tem-se
vy= 1331].
Para explicar a dependéncia em 1/(T — @), Pierre Weiss propds em 1907 que
o campo H efetivo que atua sobre cada dtomo devesse levar em conta a interagdo com
os momentos de dipolo magnético devidos aos outros dtomos, suposta proporcional a M,

H,=H+WM (11.7.2)

onde W seria uma constante > 0; H,, é também chamado de "campo interno” ou "campo
molecular”.

Assim, teriamos, aplicando a lei de Curie (11.5.13) (lembrando que, para
T > O, o material é paramagnético),

M=—H (11.7.3)

o

~NO

o que d4

M==(H+W M)

~N{ O

Resolvendo em relagfio a M, resulta
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cw C C
M( ——T—)—?H { M:(T——CVV)H (11.7.4)
que € a lei de Curie-Weiss, com
©=Cw (11.7.5)

Como O e C sdo conhecidos, pelo ajuste a lei de Curie-Weiss, isto permite obter
o valor de W ¢ da contribuigio WM ao campo interno. Os valores de [Lo W M resultantes
sdo da ordem de 10°T = 107 G, tdo intensos que ndo poderiam ser explicados por
nenhuma interagdo magnética com dipolos de dtomos préximos.

Com efeito, o valor tipico de um momento de dipolo magnético atdmico é obtido
a partir da razdo giromagnética e do fato de que o momento angular | J| do 4tomo €é da
ordem de /i . Logo, a ordem de grandeza de I m| é a do magnéton de Bohr

_eh
my =5 (11.7.6)
Temos
1,6 x 107" x 1,05 x 107 >
Mg = 31 - m
2x91x10
Logo,
mp =93x107* A - m? (11.7.7)

O campo | B | devido a um dipolo magnético da ordem de m situado & distincia intera-
tdmica a (campo num dtomo devido a um atomo vizinho) é da ordem de [cf. (8.3.15)]

‘ -31
. ;lomz; 19 x ;0 T (11.7.8)
Ta a

O valor tipico de a para os materiais ferromagnéticos é ~3A = 3 x 107" m.
Logo, B~ 107" T, que ¢ ~ 10" vezes nenor do que os valores encontrados para o WM .
Assim, o "campo interno" nio estd associado a uma intera¢gdo magnética.

A natureza do campo interno s6 foi elucidada pela teoria quintica: sua explicagdo
foi proposta em 1927 por Heisenberg. Como vimos, os efeitos giromagnéticos, como o
efeito Einstein-de Haas, mostram que o ferromagnetismo se origina dos spins dos elétrons,
pois dio uma razdo giromagnética muito préxima da do spin (g = 2).
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Os spins desempenham um papel muito importante na explicagdo da ligagcdo
quimica covalente, como a ligagiio entre dois dtomos de H na molécula H» .

T l Cada 4tomo contém 1 elétron, e os dois
Q}@ @ \—@ elétrons funcionam [fig. 11.12(a)] como
uma espécie de "cola” para ligar os dois

(a) prétons (ndcleos do H) na molécula, ten-

dendo a ficar ambos entre eles, e assim

aproximd-los um do outro, devido & atra-
@ @ ¢do coulombiana elétron-préton [ficando
de lados opostos, como na fig. 11.12(b),

(b)

tenderiam a separd-los].

Figura 11.12 Ligagdo covalente (a)
por elétrons de spins opostos

Entretanto, devido ao principio de Pauli, para que dois elétrons sejam encontrados
na mesma regifio (entre os nicleos), eles devem ter spins opostos (antiparalelos). Logo,
embora a energia da liga¢fo covalente seja coulombiana (muito maior do que a mag-
nética), ela se origina da correlagdo entre as diregbes dos spins dos elétrons nos dois
dtomos de H que formam a molécula: eles devem ser antiparalelos, dando spin resul-
tante = 0. Como o momento angular orbital do elétron no dtomo de H também é = 0,
o momento angular total da molécula de H, é = 0, o que explica ser ela diamagnética.

Vemos assim que existe uma forte tendéncia para que os spins de elétrons em
dtomos vizinhos se alinhem antiparalelamente entre si, € que a energia associada a esta
for¢a é coulombiana, muito maior do que a magnética, portanto capaz de explicar o
"campo interno"” elevado. ’

O problema € que isso levaria ao antiferromagnetismo, e niio ao ferromagnetismo,
em que a tendéncia dos spins vizinhos é a se alinharem paralelamente, ¢ ndo antiparale-
lamente. Efetivamente existem substincias antiferromagnéticas, como 0 cromo, mas como
explicar que a interacfio entre spins leve ao alinhamento paralelo?

A explicagio mais aceita atualmente é que, além dos elétrons "magnéticos” do
material, que pertencem a uma camada atdmica interna (incompletamente preenchida), é
preciso levar em conta elétrons de condugfo, associados a camada externa (Fe, Co e Ni
siio condutores). Um elétron magnético de um dtomo, com uma dada orientagfo do spin
(T), tende a alinhar o spin de um elétron de condugio antiparalelamente ao seu (). Estz
elétron pode deslocar-se livremente até um 4dtomo vizinho, interagindo com um elétron
magnético € por sua vez orientando-o antiparalelamente ao seu proprio spin (T). Daf
resulta uma interagfo efetiva entre os elétrons magnéticos de dois dtomos vizinhos, ten-
dente a alinhd-los ( T T); os elétrons de condugio servem como intermedidrios.
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O alinhamento domina abaixo da temperatura de Curie ©: para T tendendo a ©
por valores superiores, a lei de Curie-Weiss daria % ,,» — oo, ou seja, bastaria um campo
externo muito pequeno para alinhar os dipolos magnéticos. Para T < O, teriamos alinha-
mento completo (magnetizagdio espontinea), correspondendo a saturagdio, na auséncia de
campo externo. Como explicar, entdo, que se tenha ferro (para o qual © = 1.388 K)
desmagnetizado a temperatura ambiente, e que se tenha de aplicar um campo B externo
para magnetizd-lo?

Os dominios de Weiss

Uma amostra macroscdpica de Fe ¢ formada de numerosos microcristais; a es-
trutura cristalina é cidbica, mas os eixos dos microcristais na amostra policristalina estio
orientados em dire¢des distribuidas ao acaso.

A anisotropia de um monocristal implica que existem dire¢des preferenciais de
orientagdo para M, as diregdes de fdcil magnetizagdo. Pierre Weiss postulou em 1907 a
existéncia de dominios, em cada um dos quais (para 7 < ©) os spins (e momentos m
associados) estdo todos alinhados numa dire¢do de ficil magnetizagio, saturando M. O
tamanho tipico de um desses dominios de Weiss ¢ ~ 10 cm” a 10 cm?, e um micro-
cristal pode ser formado de vdrios dominios alinhados em diferentes dire¢des de facil

magnetizacio.
m Por que razdo todos os dominios
N[f\S ndo se alinham numa mesma orientagfo,
o como na fig. 11.13(a)? Isso produziria um
[ il campo B mais intenso fora do material
S i N (portanto requerendo mais energia) do que
\\i// : em (b), onde ha 2 dominios em sentidos .
opostos. O campo B fica ainda mais confi-
(b) nado com a divisiio (c) em 4 dominios ou

(d) em 10, reduzindo a energia magnética.

N v L, . L,

- . Entretanto, é preciso também pa-
et s { [ . N .

rvv ;l T;L:T:L gar um prego em energia, a medida que

PN 3 R se aumenta o niimero de dominios na sub-
e - e :

e 0N PEGEAS divisdo. Com efeito, na parede que separa

dois dominios cont/guos (----- na fig.
11.13), os spins apontam em dire¢des di-
ferentes (na realidade, a mudanga ¢ gra-

—
O
—
~~

[o}
f—

Figura 11.13 Dominios de Weiss

dual, ao longo de vdrias camadas atdémi-
cas), embora a intera¢iio entre eles favorega o paralelelismo. H4 portanto um gasto de
energia para formar uma tal parede de Bloch, proporcional a drea da parede. J4 a redugio
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da energia magnética externa € proporcional ao volume do dominio. O nimero e formato
dos dominios em que o microcristal se divide depende da competi¢cdo entre estes dois
fatores e também das dire¢oes de facil magnetizagio (efeito de magnetostrigdo).

Com base nesse modelo, podemos explicar qualitativamente as caracteristicas das
curvas de magnetizagdo. Na amostra policristalina inicialmente desmagnetizada, os mi-
crocristais e seus dominios estdo orientados ao acaso. Basta aplicar um campo externo B
fraco para que as diregbes de ficil magnetizagdo mais proximas da dire¢do de B sejam
favorecidas, levando a um crescimento dos dominios nessas dire¢des, com um correspon-
dente deslocamento das paredes de Bloch (ndo uma rotagiio, que exigiria energia maior).
Assim, a susceptibilidade inicial é grande, e a porg¢do inicial da curva € reversivel.

Entretanto, para valores maiores de B, comecam a exercer um efeito as imper-
feicbes do material: defeitos de vdrios tipos na estrutura cristalina, tensdes internas, im-
purezas, elc. Esses defeitos funcionam como barreiras que impedem o deslocamento das
paredes de Bloch, precisando de um acréscimo finito A B do campo externo para serem

transpostas, 0 que acontece bruscamente e leva a um efeito irreversivel, acompanhado de
dissipagiio de energia. A energia € dissipada em correntes de Foucault, provocadas pelas
variagdes bruscas de fluxo magnético, ¢ em ondas sonoras associadas as variagdes de tensdes
mecénicas com o movimento das paredes. A magnetiza¢iio cresce mais lentamente.

Finalmente, é atingido o patamar da curva, correspondente a satura¢iio: variagoes
grandes de B produzem varia¢des pequenas de M, representando a reorientagdo gradual
dos microcristais ¢ dominios ainda ndo alinhados com B.

Quando voltamos a reduzir B, o mesmo efeitc de "atrito” das paredes de dominios
com imperfei¢cdes da rede impede que os dominios voltem a desorientar-se de todo,
explicando a remanéncia e o efeito 2= histerese. E preciso aplicar um campo em sentido
inverso para eliminar a magnetizagio residual: esta coercividade € tanto maior quanto
mais "duro” o material, ou seja, quanto mais imperfei¢cdes ele tem. O resfriamento brusco
de uma amostra aquecida gera tensdes internas que aumentam a "dureza" magnética, o
que explica a dependéncia do tratamento térmico dado ao material.

Os dominios de Weiss podem ser visualizados com o auxilio de uma técnica
devida a F. Bitter (1932): espalha-se p6 de limalha de Fe (por exemplo), .. 1ito fino, sobre
uma superficie cuidadosamente polida do cristal e observa-se a superficie ao microscépio.
As particulas do pd aderem as paredes de Bloch, pois nelas existem campos magnéticos
inomogéneos fortes que as atraem. Isso permite fotografar a estrutura e inclusive observar
os movimentos das paredes quando o campo magnético é aplicado.

Também € possivel evidenciar a natureza descontinua (embora com saltos muito
pequenos) do crescimento de M com H na regido intermedidria da curva de magnetizago.
Para isso, enrola-se uma bobina em torno do material ferromagnético, a fim e captar as
pequenas variagdes de fluxo magnético associadas as variagdes bruscas A M : as variagdes
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da corrente induzida correspondente sdo amplificadas e levadas a um alto-falante, apare-
cendo como um ruido tipo crepitacdo (efeito Barkhausen).

11.8 Circuitos magnéticos

Entre as aplicagGes importantes do ferromagnetismo, destacam-se o uso de nd-
cleos de materiais ferromagnéticos em bobinas e transformadores e a aplicagdo a eletroi-
mis e imds permanentes.

Consideremos o problema jd tratado de
uma bobina toroidal, mas desta vez enro-
lada sobre um nicleo ferromagnético, e
percorrida por uma corrente i (anel de

Rowland, fig. 11.14). Como vimos, para
H (dentro ou fora do nicleo), as Gnicas
fontes sdo correntes livres, de modo que,

para um circuito C qualquer,

Figura 11.14 Anel de Rowland

rotH=J = {H-dl:] (11.8.1)
C

onde [/ € a intensidade de corrente (livre) total através de C.
O circuito C da fig. 11.14 (circulo mediano de raio r, interno ao toréide, com

centro em O, centro do tordide) € atravessado pelas N espiras do enrolamento, ¢ H, ao
- A 4
longo de C, € tangencial, H = H¢, o que dd

2rr H = Ni { H=-— H=H} (11.8.2)

o mesmo valor, independentemente do material do nicleo.

O valor correspondente de B ¢ B = p H, onde | depende de H e da histéria
anterior do material (curva de magnetizacdo). Se S € a drea da secgiio circular do tordide,
o fluxo de B através das N espiras (supondo o raio da sec¢do << r, de forma que B quase
ndo varie através da secciio) é

NS

l i (11.8.3)

®=NBS=p-

onde I = 2 r é o comprimento do circuito C (linha mediana do toro).
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Como @ = Li, onde L é a auto-indutincia da bobina, vemos que

M
= — 11.84
Ho ( )

L
L,

onde Lo € a auto-indutincia calculada anteriormente, para um nicleo nio-magnético.
Logo, um niicleo ferromagnético aumenta L por um fator igual a permeabilidade
magnética relativa X,, = W/ o > 1, o que permite reduzir as dimensdes da bobina e a
quantidade de fio necessdria (portanto, também a perda 6hmica).
Se i estd variando com o tempo, a taxa de variagdo do fluxo correspondente é

—c%——-—Nsd—B (11.8.5)

onde & é a forga eletromotriz induzida sobre toda a bobina. A taxa de fornecimento de
energia (poténcia) necessdria para produzir essa variagdo temporal de i €

dau _ dB _Ni  dB (11.8.6)
a =-Gi= NSzd lSldt

onde I = 2t r é o comprimento médio do tordide (v = raio médio). Como Ni/l=He
Sl=v

¢ o volume do tordide, vemos que

dU = (H d B)v (11.8.7)

¢ a variagdo de energia correspondente. Assim, a variagdo da densidade de energia u é
(como B é paralelo a H)

du=H dB | (11.8.8)

No vicuo, H = B/ ¢ isto leva novamente a expressio jd encontrada para a densidade
de energia magnética:

1 B
du, = —B . dB { 11.89
ul o “‘ 2“0 ( )

Na presenca do material ferromagnético, a expressdo (11.8.8) tem uma interpre-
tagdo geométrica em termos da curva de magnetizacdio B = B(H) [como
H = B/yy — M, é outra forma de representar M = M(H)].
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Vemos na fig. 11.15 que HdB representa
a drea hachurada (sempre positiva, por-
que B ¢é paralelo a H). Logo,

C ; HdB = drca dentro do (118.10)
S ciclo dec histerese

representa a energia total fornecida ao
Figura 11.15 Ciclo de histerese e energia sistema durante o ciclo, que é dissipada,

como vimos, em correntes de Foucault e

ondas sonoras, convertendo-se em calor (vibragio térmica da rede cristalina). A &rea

4

transformador, por exemplo. Para isso, seu niicleo é de ferro doce (reduzindo a area do

~~

ciclo) e laminado (reduzindo o efeito das correntes de Foucault).

Voltemos agora a expressdo (11.8.3) do fluxo, notando que

Ni=2nrH=<_£H-d1=9m (11.8.11)
C

onde 91 chama-se a forca magnetomotriz associada ao circuito C. Note que € definida em
termos de H, nio de B.

O fluxo ® = N®,, onde &, € o fluxo de B através de uma espira, ou, 0 que
é equivalente, através da secgdo reta do solendide. Logo, a (11.8.3) da

fbls_[B-dS=u§QLL [|om=x (11.8.12)
S Ni
onde
T
=75

chama-se relutdncia magnética do toréide ferromagnético.
A (11.8.12) ¢ andloga a

&=Ri (lei de Ohm)

onde R é a resisténcia de um circuito de comprimento [ e sec¢iio transversal de drea S,
dada pela (6.3.6),
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ko b
oS
onde o é a condutividade do material do circuito.

Temos portanto as seguintes analogias:

Circuito elétrico c | i= J j-ds 62?’ E-dil | R | j
c C

Circuito magnético | p |®1=| [ B.4s ou=¢ H-dl| R | B
c C

Embora essas analogias sejam muito Uteis na andlise de circuitos contendo ma-
teriais magnéticos, representam uma aproximagdo, cujas limitagdes devem ser levadas
em conta. Num fio condutor, as dimensdes da secgfio transversal sio muito menores que

o comprimento do fio, o que nido é geralmente verdade para um circuito magnético.
Assim, o cdlculo da relutincia de um circuito de secgfio varidvel por

R = di (11.8.14)

s

ndo ¢ uma aproximagdo tdo boa quanto para circuitos elétricos. Além disto, M P, nio
representa uma taxa de dissipacio de energia (como & para um circuito resistivo).

Eletroima
Suponhamos que se abra um intersticio
("entreferro”) de comprimento / no tordi-
de do exemplo anterior. (Na fig. 11.16,
ndo foi desenhado o enrolamento, para
simplificar). Se I, é o comprimento mé-
dio do anel cortado, teremos entiao

Figura 11.16 Entreferro

[1 l() 1 I.l
7. B USRI N RIS 11.8.15
HS " oS MoS ° Km] ) )

admitindo que S ndo muda no entreferro, ou seja, ignorando o "alastramento” das linhas
de forga de B no intersticio, ilustrado na fig. 11.16, o que requer (5 )* < S.
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Se (por exemplo, num caso tipico) 1 /lo ~ 50 € KX ~ 5 X 10° ,otermo /K,
é ~1% de [, e pode ser desprezado, levando a

ko
G =t (11.8.16)
HoS

de forma que a relutincia é quase toda devida ao entreferro (¢ como um circuito elétrico
com duas resisténcias em série, uma muito menor que a outra).

Como o fluxo magnético @, (anilogo de i) é o mesmo através de todo o circuito
(div B = 0 € o andlogo de div j = 0 para correntes estaciondrias), a forca magnetomotriz
9m aparece quase toda através do entreferro, amplificando por um fator [, /1o 0 campo
que seria produzido pelo mesmo solendide na auséncia do niicleo ferromagnético.

Vemos além disto que ndo € preciso en-
rolar a bobina em torno de fodo o toréide:
basta que esteja enrolada numa porgao
dele (fig. 11.17), porque neste caso a re-
lutdncia "vista" pela bobina é a de dois
circuitos em paralelo, um de alta relutan-
cia, através do ar (por fora do toréide) e

outro de baixa relutincia através do ma-
terial ferromagnético, e quase todo o flu-

Figura 11.17 Eletroima

xo passard pelo tordide.

Pela mesma razdo, uma caixa fechada com paredes ferromagnéticas protege o
seu interior de efeitos magnéticos externos (blindagem magnética), porque a baixa relu-
tdncia das paredes canaliza quase todo o fluxo para elas, livrando o interior de campos
magnéticos.

Imd permanente

Neste caso, nido hd correntes livres (como as de condugiio na bobina), de forma
que

rot H=0 { JH'dl=O=% (11.8.17)
C

ou seja, a forca magnetomotriz € = 0.
Tomando para C o mesmo circuito fechado anterior no toréide com entreferro,
resulta

H I, +Hyly=0 (11.8.18)
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onde H, é o campo ao longo da linha mediana C, dentro do toréide, € Hy 0 campo no

entreferro. Logo,

(11.8.19)

mostrando que H, (dentro) tem sentido oposto a Hg (fora) nas interfaces do tordide, e

[ H, | << [ Hol numa situagio tipica.

Por outro lado, no entreferro, Bo = o Ho tem a mesma orientagdo que Hy , normal

s . . . A
as interfaces ao longo da linha mediana. Como Div B = n; -

(Bo — B;) = 0(acom-

ponente normal de B € continua), B, também tem. a orientagdo de By (e Ho), sendo

portanto antiparalelo a H, .

A B1

Figura 11.18 Ponto de operacio P
para imé@ permanente

A fig. 11.19 compara as linhas de
for¢a de B e de H num {mid permanente
em forma de barra cilindrica. As de B sio
fechadas = d= mesmo sentido dentro e
fora do imi. Ja as de E., embora seme-
lhantes as de B na regifio exter-a, <nde
H = B/u,, tém sentido contrdrio dentro
do imid (campo desmagnetizante). J4
portanto uma descontinuidade da com-
ponente normcl de H na interface, cor-
respondendo a uma densidade superfi-
cial de "cargas magnéticas”, associada a

Y

/}%

Assim, no ciclo de histerese B, X H;, 0
fmd permanente opera num ponto como
P (fig. 11.18), situado no 2.° quadrante.
O campo H, , que atua em sentido oposto
a B, é chamado por isso de campo des-
magnetizante.

ld
>

W
)
/AN

Linhas de H

/-
©

\
R

Linhas de B

[}
A

(

Figura 11.19 Llinhas de B e de H
num ima permanente cilindrico
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descontinuidade na magnetizagio. Com efeito, como vimos na (11.2.5),

divH=-divM (11.8.20)

A . ,~ A
o que d4, com n |, orientado de dentro (1) para fora (0) do imid (= n, a normal externa),

ecom My = 0,

\divH:ﬁ-(HO—H,):—DivM=ﬁ-M1 (11.821)

o que simula uma distribui¢do superficial de "cargas magnéticas” como fontes de H,
embora saibamos que tais cargas nio existem.

Como M, tem aproximadamente a mesma orientacfio nos dois pdlos do imi, e
N tem sentidos opostos, as "cargas magnéticas" também tém sinais contrarios, correspon-
dendo ao "pélo N" e "p6lo S" do imd permanente.

Antigamente, considerava-se H como o campo magnético fundamental, anilogo
de E, e B = n H como andlogo a D = € E. Entretanto, vemos que as fontes de H sao
"cargas magnéticas”, que niio tém existéncia real (monopolos), ao passo que as fontes de
B sdo correntes. Sabemos hoje que B € o campo fundamental, o que recebe nova confir-
magdo na relatividade restrita, onde B e E aparecem como aspectos diferentes do mesmo
campo fundamental, o campo eletromagnético. As defini¢Ges de [ e [lp baseiam-se na
analogia histdrica incorreta; dai a correspondéncia €5 <> 1/o.

PROBLEMAS

1. A susceptibilidade molar do géds hélio é — 2,4 x 10~ '!. Ache a razdo do raio qua-
dritico médio < 7 > 172 da 6rbita eletrénica no atomo de hélio ao raio de Bohr ag = 0,0529 nm,

que € o raio da primeira 6rbita de Bohr no dtomo de hidrogénio (Cap. 2, Probl. 3).

2. Verifica-se que a contribui¢iio maxima da magnetizagdao do ferro ao valor de B no
material é da ordem de 2T. A massa atdmica do ferro é 55,8 e sua densidade é 7,9 g/cm3. (a) Se
cada elétron contribui com 1 magneton de Bohr [cf. (11.7.7)], quantos elétrons em cada dtomo de
ferro contribuem para a magnetizagdo? (b) Se o ferro fosse paramagnético, de que ordem de
grandeza seria sua susceptibilidade a 300 K? Compare com ordens de grandeza tipicas da suscep-
tibilidade do ferro.

3. Demonstre que: (a) a energia armazenada no anel de Rowland (Se¢. 11.8) €
% R Dy )2, onde ® ¢ a relutincia magnética e @) € o fluxo de B através da secgio reta; (b) a
auto-indutdncia do anel é L = N2/&.
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4. Um anel de Rowland de ferro tem 10 c¢m de didmetro médio e nele estd aberto um
entreferro de 1 mm de comprimento. Quando se faz passar uma corrente de 1 A por uma bobina
de 1000 espiras enrolada no anel, o campo B no entreferro é de 1 T. Desprezando o alastramento
das linhas de forca no entreferro, calcule: (a) a permeabilidade magnética relativa do ferro nestas
condi¢des; (b) o campo H no interior do ferro; (¢) a razao do campo H no entreferro ao seu valor
dentro do material.

5. No problema anterior, a drea da sec¢io reta do anel € de 1 cm? . Calcule: (a) a energia
armazenada no interior do ferro; (b) a energia armazenada no entreferro: (¢) a auto-indutincia do

sistema.
. s . - — ey

6. No circuito magnético da figura, ‘ l..:,_ . ',: g

a secgdo reta € constante, a permeabilidade e
00 o] 2 q.
magnética do material é L e a corrente na X (‘ff\>
. . .. . e D b

bobina de N espiras ¢ i. Calcule o campo —0D

B1 no brago central ¢ o campo B2 nos de-

mais bragos.

7. Mostre que, no interior de um imi permanente (Seg. 11.8), podemos introduzir para o
campo H um novo potencial escalar magnético & tal que H = — V&, onde & estd relacionado com
a magnetizagdo M do meio por

Ag=divM = —p,,

€ pm simula uma densidade de ‘carga magnética’. Comparando com a equagio de Poisson (4.6.6)
da eletrostdtica, resulta que podemos calcular H, se M for conhecido, usando um andlogo da lei
de Coulomb, em que p,, faz o papel de p / €o.

8. Como aplicagiio do problema anterior, considere um fmi permanente em forma de barra
cilindrica de raio a e comprimento [ >> a. Nessas condigdes, podemos admitir, como aproxima-
¢do, que a barra estd uniformemente magnetizada, ou seja, que M dentro da barra é um vetor
constante. Pela (11.8.21). a distribuigdo de ‘carga magnética’ equivalente tem densidade superficial
constante nas duas extremidades circulares da barra (‘norte’ e ‘sul’) e é nula fora delas. Usando
esse metodo, calcule B: (a) no centro da barra; (b) no centro-da face ‘norte’. Verifique que o
resultado (b) € aproximadamente a metade do resultado (a).
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AS EQUACOES
DE MAXWELL

12.1 Recapitulacao

Todos os fendmenos eletromagnéticos descritos até aqui decorrem de um con-
junto de equagdes bdsicas para o campo eletromagnético. Vimos que essas equagdes
podem ser formuladas tanto em forma integral quanto em forma diferencial (ou local),
usando dois resultados de andlise vetorial
deduzidos nos caps. 3 e 4: o teorema da
divergéncia (fig. 12.1)

;V'ﬁdS=J. divvdV (12.1.1)
S |14

[S = superficie fechada; V = volume inte-
g N
rior a S; n = versor da normal externa] e

Figura 12.1 Teorema da divergéncia

o tecrema do rotacional

J

vode=[rotv-ds | (1212)
C

S

[C = curva orientada; § = qualquer super-
.. A .
ficie de contorno C; n = normal orientada

a S].

Neste udltimo resultado, § €

A
n’ )

qualquer porque, para uma superficie
Figura 12.2 Teorema do rotacional fechada,
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Jrotv-ﬁa’5=0
S

uma vez que vale a identidade

V- (Vxv) = div(rot v) = 0» (12.1.3)

Em forma integral, as equagGes bésicas vistas até aqui, para campos eletromagnéticos no
vdcuo, sao:

E-fds=-"L (12.1.4)
s €9
£B A dS=0 (12.1.5)
JCB cde =g e (12.1.6)

Na (12.1.4) (lei de Gauss), g ¢ a carga total contida dentro de S. Embora obtida na eletrostztica.
¢ natural generalizd-la, admitindo que o fluxo de E continua medindo a carga total para campos
varkivers com o empo. A (12.1.5) exprime a.

Finalmente, vimos a lei da indugdo de Faraday.

gl:E-dl:—iJ.B-ﬁds (12.1.7)
fo dr Jg

Em forma diferencial, temos as equagdes correspondentes: (a primeira € a equagdo de

Poisson):
div E = E% (12.1.8)
div B=0 (12.1.9)
rot B =y, j (12.1.10)
rotE:—g} (12.1.11)

a8 quais devemos acrescentar a expressio daforga de Lorciiz:
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F=q(E+v><B) (12.1.12)
ou da densidade de forca
f=pE+jxB (12.1.13)
Vimos também que, num dielétrico, com polariza¢io (densidade de momento de
dipolo elétrico) P, devida ao deslocamento das cargas ligadas (aos dtomos) sob a a¢édo do

campo, ha uma densidade de carga de polarizagdo p ,, dada por

| p, =—divP (12.1.14)

e que o deslocamento destas cargas representa uma corrente de polarizagdo, de densidade
dada por

jp:Z'P (12.1.15)
(4

satisfazendo a equacdo de continuidade,

op, (12.1.16)
ot

divj, = -

Como a carga de polarizagdo também produz um campo elétrico, a equacdo de Poisson,
dentro de um dielétrico, fica

‘ +
GvE = P Pr (12.1.17)
&p i
ou
div(sOE +P)=g“ divD=p (12.1.18)

onde D € o vetor deslocamento e p é a densidade de carga livre.

Todos esses resultados foram obtidos nos capitulos anteriores.

12.2 Maxwell e a correnie de deslocamento

James Clerk Maxwell nasceu na Escécia em 1831. De familia abastada, for-
mou-se na Universidade de Cambridge, onde teve uma excelente formag¢do matematica.

A leitura das “Pesquisas Experimentais sobre Eletricidade” de Faraday, onde os
fendmenos eram descritos na linguagem das linhas de forca, inventada por Faraday, im-
pressionou-o fortemente, e ele procurou dar uma formulagdo matemadtica as idéias de
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Faraday desde o seu primeiro trabalho (1856). HA um certo paralelismo entre a dupla
Galileu-Newton e a dupla Faraday-Maxwell.

Em seus trabalhos, Maxwell formulou os resultados em termos dos operadores
vetoriais div e rot, que haviam sido empregados anteriormente por Stokes.

Uma de suas observagdes foi que, da mesma forma que as cargas de polarizagio
num dielétrico produzem um campo elétrico, a corrente de polarizagdo deve produzir um
campo magnético.

Logo, a lei de Ampere, num meio dielétrico, deve ser reformulada para:

o 9P
ot B = o(j+ i) = Hoi + Ho 5, (12.2.1)

ou, sob a forma integral,

aj .
JCB-dI—pOI+pO 3 SP-ndS (12.2.2)

onde S € qualquer superficie de contorno C.

Para ver de que forma a corrente de polarizagiio poderia manifestar-se, conside-
remos o que acontece durante a carga ou descarga de um capacitor com um dielétrico
entre as placas.

A figura 12.3 representa a descarga de
um capacitor € mostra uma curva fechada
C que envolve o fio. A circulagdo de B
ao longo de C deve ser igual ao 2.° mem-
bro da equagiio precédente, qualquer que
seja a superficie § que se apoia sobre o

contorno C.

Se tomarmos S fora do capacitor,
temos P = 0 (a 2.2 integral se anula) e
I # 0. Que acontece se tomarmos, em

lugar de S, a superficie S’, que passa por

Figura 12.3 Descarga de um capacitor

dentro do dielétrico, entre as placas? Nes-

te caso, ndo ha corrente de condugdo (su-
pondo o dielétrico perfeitamente isolante), ou seja, / = 0, mas dP/d+t # 0, de forma
que, a primeira vista, o resultado seria consistente: o segundo termo do 2.° membro,

aj .
}loat S'P-ndS
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seria equivalente a o [ : a corrente, entre as placas, seria somente a corrente de polari-
zagdo.

Mas consideremos agora o que acontece se ndo houver uma limina dielétrica
entre as placas, mas somente o vicuo. Neste caso, chegarfamos a uma contradigdo, pois
P =0 ¢ o 2.° membro seria = 0, tomando a superficie S’, embora seja # 0 (= Wo /)
quando se toma a superficie S'!

A contradi¢do também aparece tomando a forma diferencial das equagdes, para
o vdcuo. Na auséncia de um dielétrico (polarizag@o), terfamos apenas nessa regido a lei
de Ampere

rotB=,j (12.2.3)

e, tomando div de ambos os membros,

O=divrotB = p divj=divj=0

Mas as cargas sobre as placas (cargas livres) estdo variando com o tempo. Logo,
deveriamos ter (contradizendo este ultimo resultado)

div j = —% (12.24)

para haver consisténcia com a conservagio de carga elétrica.

Por outro lado, pela equagio de Poisson,

) d d .. . JE
p =gy divE { a—‘;=£0§d1vE=d1v(eo—éT]

de modo que a equagio de continuidade pode ser escrita

3E
J div(j + g 5} 0 (12.2.5)

Logo, teremos consisténcia com a conservagdo da carga se, em lugar da lei de

(o) ad v

S
nusermos aue. no vacuo
pestilOs 4UL, L LY,

. JE . JE
rotB = Mo(j + € §)= HoJ+ Mo & =~ (12.2.6)

e, na presenga de um dielétrico com polarizagdo P,

JE oP , )
rotB = uo(j +e 5+ §)= Ho j + Mo '37(80 E +P) (12.2.7)
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onde o tltimo termo entre parénteses ¢ 0 mesmo que aparece na equagio de Poisson para
o dielétrico:

div(eg E+P)=p = div(rotB)=0=p, (div i+ %—t‘?) (12.2.8)

Otermoem (0/0t)(eo E + P), introduzido por Maxwell, foi chamado por ele
de corrente de deslocamento. Para a corrente de polarizagio, este é um nome razoavel,
pois tem como origem o deslocamento das cargas de polarizagio. Mas, na auséncia do
dielétrico, terfamos apenas a "corrente de deslocamento no vicuo”, € d E/d¢t, e cabe a
pergunta: deslocamento do que?

Historicamente, Maxwell introduziu esse termo em dois trabalhos publicados em
1861-1862, onde construiu um modelo mecénico para o campo eletromagnético no vacuo,
imaginando o vicuo — na época concebido como um meio hipotético que se chamava
éter — como um meio eldstico.

Os tubos de linhas de for¢a magnéticas, introduzidos por Faraday, eram conce-
bidos como células tubulares cheias de um fluido em rotagiio em torno das linhas de forga
magnéticas. Para que tubos adjacentes pudessem girar no mesmo sentido, com rolamento
puro (sem deslizamento), Maxwell imaginou que, entre as paredes dos tubos, existissem
(no vicuo), "rolamentos” esféricos, responsdveis pelas forgas elétricas, cujos deslocamen-
tos corresponderiam a correntes elétricas: dai o nome de "correntes de deslocamento no
vicuo". Foi aplicando as leis da dinimica de meios continuos a esse "éter celular" que
Maxwell chegou as suas equagdes.

Em seu trabatho fundamental de 1864, "Uma Teoria Dinimica do Campo Ele-
tromagnético”, Maxwell descarta todo esse arcabougo mecénico, que lhe havia servido
como modelo, e formula suas equagdes como as leis dindmicas do eletromagnetismo:

"Tentei anteriormente descrever um tipo particular de movimento e de tensdes
mecanicas, combinados de tal forma que explicassem os fendmenos. Na presente memo-
ria, evito qualquer hipdtese desse género... Entretanto, quando falo da energia do campo,
é literalmente com esse significado... A questio que se coloca é: onde se localiza essa
energia? Em nossa teoria, ela reside no campo eletromagnético...”

O sistema das equagdes de Maxwell no vdcuo ¢é entio:

. JE
(I) rotB =, J+Eop0—at~

(II) rotE = —aa—B

t (12.2.9)

(1) dive =2
80

(1V) divB=0
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e € consistente com a conservagdo da carga elétrica:

divj = —g—? (12.2.10)

como se vé tomando div da equacgdo (I) e usando a (I1I).
A principal hip6tese nova introduzida por Maxwell, o tltimo termo da (I), ndo
deve ser descrito como "corrente de deslocamento no vicuo".

Para vermos o que representa, consideremos uma regido onde j = 0 e

JE 0
—
ot
como a regifio no vicuo entre as placas do capacitor plano sendo descarregado). Neste
g p p p g

caso, a (I) fica

rotB=p080%}-;:- (12.2.11)

e vemos que € andloga a lei da indugfio (II), comE — Be B — — o €& E. A inter-
pretagdo fisica € portanto:

"Um campo elétrico (no vdcuo) varidvel com o tempo produz um campo magné-
tico".

Este € um novo efeito fisico, que foi predito por Maxwell, correspondendo a uma
espécie de reciproco da lei de Faraday ("um campo magnético varidvel com o tempo
produz um campo elétrico"). Como poderiamos observi-lo?

Num fio em que passa corrente alternada, por exemplo, temos a coexisténcia dos
dois efeitos, pois E = E(t), e temos:

j=oE = |j= j = olE|

) =
E=E =>a—E—l(DE{ a—EzmlEl
ot ot
JE
&5, 0, 1 ® (12.2.12)
= = = G
oE]| 6 T 4xx9x10° ©

Para valores tipicos de 6,2 107 (Q - m)™",e® = 377Hz (v = 60 ~), 0 2.° membro
’ -16 . e .

€ < 1077, ou seja, o termo novo produz efeitos inteiramente despreziveis par: correntes
quase-estaciondrias.
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Este € um exemplo caracteristico: os efeitos novos decorrentes do termo postu-
lado por Maxwell sdo praticamente inobserviveis em variagdes com 0 tempo com perio-

dos da ordem de 107* ou 107, como as de correntes alternadas tipicas.

12.3 A equacéio de ondas

Consideremos as equag¢des de Maxwell no vicuo, numa regido onde nao hd car-

gas nem correntes:

(I) rotE = —aa—l:
(III) divE=0
(IV) divB=0

(12.3.1)

Vamos procurar solug¢des tio simples quanto seja possivel, que sO depen-
dam de uma tnica coordenada e do tempo. Escolhemos o eixo z na direcdo dessa

coordenada:

Para um vetor v que s6 depende de z € ¢, temos

E=E(z1); B=DB(z1)

d
divv=V-v=av" Sy v, divv:avl
ax ay az az
T
rotv=Vxv=|x § 1z
ool rotv——xfj—y,u‘aﬁ
"
:0 Vx vy vZ

de modo que as equagdes de Maxwell ficam:

(123.2)

(12.3.3)
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oB oB JE JE JE
s Y 3 X _ X & Y & Za
M -% az Yo "“Oso(az X+ YTy z)
oE OF oB oB OB
N y A X X & Y Z A
() -% 5=+§ 3, a X" Yo
(12.3.4)
JE,
(III) % =0
3B,
(1v) ? =0
As (I) e (TID), (IT) e (IV) dio
JE. JE JdB. OB
& =—z-=0= ) :-—-—-—é— . .
dz dt Jz ot (123.5)

de forma que E; e B, teriam de ser constantes (campo eletrostatico uniforme e campo
magnético estdtico uniforme). Ndo estamos interessados em solugdes estdticas, de modo
que tomamos:

E =B =0 (12.3.6)

k4 z

As demais componentes diio dois sistemas independentes:

9B, OE,
- —Mp €9 it
(12.3.7)
OE, _ 95
dz ~ ot
p) oE,
o7 +Hop &g ot
(12.3.8)
9Ey, 9B,
0z ot

o primeiro no par ( E.,B,) e o segundo no par (B., E,). O segundo so difere do
primeiro pelas substituigdes
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E,->E,

; B, —>-B,

de forma que basta resolver o primeiro.

(12.3.9)

No primeiro, tomando a derivada parcial da 1.% equagdio com respeito a z e da

segunda com respeito a f, vem:

a2 Hofo5m:

PE. OB,
dz0r o2

(12.3.10)

. . a ~ ~
e, tomando a derivada parcial da 1.° em relagdo a t e da segunda em relagdo a z,

By _ PE,
az0t Ho €0 or?

=0

| | ’E, 0’E,

2 2

IE, _ d°B,

dz* 0z0t

Logo, tanto E, como B, satisfazem a equagio

3*f 1 2*f
77520
a2 v- ot

e 0 mesmo vale para E, e B, no segundo sistema.

(12.3.11)

(12.3.12)

Logo, todas as componentes dos campos eletromagnéticos satisfazem a equagdo
de ondas unidimensional (Fisica Bdsica 2, Sec. 5.2), com velocidade de propagagdo

V=

i

VEHo

(12.3.13)

Como vimos, € € Mo sdo obtidos por medidas puramente eletromagnéticas (forga cou-

lombiana entre cargas e forga magnética entre correntes), com 0s resultados:

__10® F|
B0 = 4 x 898755 m 1

H €ollo

= 8,98755 x 10‘6(?J2
Ho = 4nx 1077 =
m
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o que d4

v =299792 x10®m /s = ¢ (12.3.14)

que € o valor da velocidade da luz no vdcuo.

Na época de Maxwell, o valor de ¢ era conhecido pelas experiéncias com obser-
vagOes astrondmicas dos satélites de Jupiter e por medicdes terrestres de Fizeau (usando
uma roda dentada em rotagdo 14pida e um espelho) e de Foucault (com um espelho girante
e outro fixo), e o valor de &g, Ho havia sido determinado por experiéncias puramente
eletromagnéticas de Kohlrausch e Weber. As solugdes acima contém pares de campos
(E.,B,)e (E,, B,) sempre transversais a dire¢io de propagagdo z das ondas.

Maxwell havia obtido seus resultados durante sua estadia numa casa de campo,
e so verificou os valores numéricos ao regressar a Londres, onde passara a lecionar na
Universidade. Em seu trabalho de 1862, ele escreveu:

"A velocidade das ondas transversais em nosso meio hipotético, calculada a partir
dos experimentos eletromagnéticos dos Srs. Kohlrausch e Weber, concorda tio exatamen-
te com a velocidade da luz, calculada pelos experimentos 6ticos do Sr. Fizeau, que é
dificil evitar a inferéncia de que a luz consiste nas ondulagoes transversa.s do mesmo
meio que é a causa dos fenbmenos elétricos e magnéticos". Ou seja, a luz ¢ uma onda
eletromagnética!

Este foi um dos grandes momentos da histéria da fisica. Eletricidade e magne-
tismo haviam evoluido em paralelo, como éareas diferentes, até que as experié€ncias de
Oersted mostraram que correntes elétricas produzem campos magnéticos, e aue Faraday
descobriu que campos magnéticos varidveis com o tempo produzem campos elétricos.

A unificagdo efetuada por Maxwell foi ainda mais abrangente: a 6tica, até entdo
uma disciplina inteiramente separada, passava a tornar-se um ramo do eletromagnetismo.

O efeito novo crucial para a obtengdo das ondas eletromagnéticas foi a "corrente
de deslocamento no védcuo", ou seja, a introduciio por Maxwell do efeito "reciproco” da
lei da indugfio: um campo elétrico varidvel com o tempo produz um campo magnético.

Com efeito: 0 campo magnético assim produzido também serd varidvel no tempo;
por conseguinte, produzird por sua vez um campo elétrico varidvel... e assim por diante.
O efeito é auto-sustentado: a onda se propaga!

12.4 Ondas eletromagnéticas planas

Vimos, ao discvitir o movimento de cordas vibrantes (Fisica Bdsica 2, Seg. 5.3),
que a solucdo geral da equacdo de ondas unidimensional,

2 2
2 19/,

o7 Vo (1z4.)
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é

f(z,t)= F(z—vt)+G(z+vt) (12.4.2)

onde F é G sdo fungdes arbitrdrias. Fisicamente, F representa um perfil qualquer de onda
propagando-se no sentido de z positivo {onda caminhante progressiva) e G uma onda em
sentido oposto (onda caminhante regressiva).

Vamos considerar uma solugio do 1.° sistema, (12.3.7), que se propaga num
tnico sentido, por exemplo, o sentido positivo do eixo z (usando ¢ = 1/V € o ) :

E (z1)=E (z-ct) (12.4.3)

Para obter a solugfio correspondente para B, substituimos esta expressio no sistema
(12.3.7):

(0B oE 1 9E, 1

l '\y:_u(j 0-:\-&:_*71— '\x:_'E:f(C_)
0z ar ct ot c

OE, . _ 9By

G =B0=-7

onde, com d/dz = d/dled/dt = —cd/d{ (regra de cadeia) fizemos

C=z-c (12.4.4)

e E/ (L) é a derivada de E, em relagiio a {. Como B, tem de ser da mesma forma,
B, = B,({), estas equagdes ddo

By(z,1) = %Ex(z —ct) (124.5)

Temos portanto os dois pares de solugdes independentes:

E=E/(z-ct)X
(12.4.6)
ZxE

o |-

1 ~
B= ;Ex(z —ct)y =

e (usando as substitui¢des: E, — E, ; B, — B,)
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E = Ey(z - ct)y
(124.7)

~

1 ~ 1
B = ——Ey(z—ct)x=-z><E
c c

~ e g s ~ A
Em ambos os casos, as ondas sdo transversais a dire¢do de propagagio z, € temos

B=1ixE (12.4.8)
C

. AL, . .
ou seja, (E, B, z) é um triedro ortogonal direto.

Ondas planas monocromdticas

Até agora ndo especificamos a dependéncia da varidvel z — ct. A forma mais
simples de onda é aquela para a qual esta dependéncia é oscilatdria, com uma dada
freqiiéncia angular ® no tempo:

E=Acos [k(z—ci)+8]§=Acos (kz — or +8)% (12.4.9)

onde

k= (12.4.10)

w
C

é o niimero de onda e A é a amplitude.

Correspondentemente,

Bzécos(kz—‘(nt-i-ﬁ)j' (12.4.11)
c

Uma onda deste tipo chama-se harménica ou monocromdtica. Como vimos (Fisica Bdsica
2, Sec. 5.2), ela € periddica no tempo e no espago, € temos:

2n 1
T = o periodo temporal ; v = T= Sreqii€ncia (12.4.12)

21

A==

= ¢T = periodo espacial = comprimento de onda (12.4.13)

@ = kz — ot + 0 = fase da onda (12.4.14)
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0 = constante de fase (12.4.15)

A fig. 12.4 d4 uma idéia da forma da
T E onda num dado instante. Num plano
A

Z = constante

P i : L
//// //)m (perpendicular a dire¢do de propagagao)
77 PR T Z afase ¢ da onda € constante. Uma super-
/“(. = !’ l, sy g

Ko Kk ficie ¢ = constante chama-se frente de on-

y da. Como as frentes de onda sfo planos,
B

N

N

o|»

este tipo de onda chama-se onda plana: é
Figura 124 Onda plana monocromalica uma idealizagzjio,. Porque preencheria todo
0 espago e existiria para qualquer tempo.

Alé:n de ser transversal a dire¢do de propagag¢io, o campo elétrico nas solugdes
encontracas :ermanece sempre num mesmo plano. Diz-se que a onda € linearmente po-
larizada.

As du-s solugdes independentes encontradas (E na diregio x ou E na dire¢iio
9 ) correspozdem as duas polarizagdes lineares independentes possiveis, que sdo ortogo-
nais: qualquer cutia ciregdc de rolarizagfo linear € uma superposi¢ao destas duas.

E facil passar desta escolha particular de eixos (2 = versor da dire¢io de propa-
gacio) ao caso geral de uma onda eletromagnética plana monocromdtica propagando-se
numa direcao de versor U e linearmente polarizada numa diregdo (l—:\ (perpendicular a u:
onda trinsversal). Basta tomar:

E = Re {Aécxp[i(k’r—mt+8)]} ; X=ku

(12.4.16)
B=-ixE £ a=0
onde adotamos notacdo complexa.
k = vetor de onda
£ = versor de polarizagdo
As duas solugdes independentes (12.4.6) ¢ (12.4.7) correspondem aos casos particulares

A A A A A A
emquec =XOUug=y,comu = Z.

12.5 Balanco de energia e vetor de Poynting

Vimos, para campos quase-estaciondrios, que a densidade de energia eletromag-
nética no vdcuo é
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1, 1 B?
=E£OE +—2——IIE=UE+UM (12.5.1)
A taxa de variagdo temporal de U é portanto

ou JdE 1 _ JdB

—_— = E._.+_.___B._.

T (12.5.2)

Para calcular o 2.° membro, vamos usar as equagdes de Maxwell:
JE rot B ‘
(I){eouo 5 = otB Lo { gE-5-=E m -J-E
F =
7T jaB emse TN J B aB B + T
i1 = = =-IUl L. il — B e 1§ (0) [ R e TR =T
o T T T J
E B 1
%?=80E-%;—+u£-%—t=—j~E+—H—(EvrotB—B-rotE)
0 0
0 que podemos escrever como
U 1
_EzJ-E+”—[B-(VXE)——E~(VXB)] (12.5.3)
0

Vimos na Seg. 4.5 que

B-(VXE)-E-(VxB)=B_.(VXE) -E_-(VxB)
=V-(ExB,+E,xB)=V-(ExB)

onde o indice ¢ significa que o vetor com este indice permanece constante na diferencia-

¢dlo, ou seja, que V s6 se aplica ao outro fator. Logo,

B rotE—E-rot B = div(E x B) (12.5.4)

o que também pode ser verificado diretamente, em termos das componentes.

O resultado acima se escreve entio

ou .
—§=‘]-E+d1vS (1255)
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onde definimos o vetor de Poynting S por

S E x B | = Vetor de Poynting (12.5.6)

1
Ko

Vamos discutir agora a interpretagio fisica da (12.5.5). Para isto, lembremos que,
como estamos tratando de cargas e correntes no vdcuo, a corrente j estd associada ao
movimento de cargas livres. Sendo p a densidade de carga e v a velocidade correspon-
dente, temos entio

j=pv { j-E=pE-v (12.5.7)

Por outro lado, a densidade de forca com que o campo eletromagnético atua sobre as
cargas e correntes é, pela (12.1.13),

v .
f=p(E+—xB)=pE+ixB (12.5.8)
c ¢
A for¢a magnética nio realiza trabalho; temos
pE-v=f-v (12.59)
€ Vemos que este termo representa o trabalho por unidade de tempo e de volume realizado
pelo campo eletromagnético sobre as cargas em movimento.

Se integrarmos os 2 membros da (12.5.5)
sobre um volume V limitado por uma su-
perficie X (fig. 12.5) vem

|
~3 an'V—

=J-(f-v)dV+j divSdV
v 1%

)Y

Figura 12.5 Volume de integragio (12.5.10)

O 1.° termo do 2.° membro representa o trabalho total por unidade de tempo realizado
pelo campo eletromagnético sobre as cargas contidas em V. Logo, pelo menos uma parte
da energia eletromagnética ¢ convertida nesse trabalho.
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E o tltimo termo? Pelo teorema da divergéncia,

_[ divSdV = <£s fi dE (12.5.11)
v

representa um fluxo para fora de V através de L.

Pela conservagiio da energia, temos entiio de interpretar esse fluxo como o fluxo
de energia eletromagnética para fora de V, por unidade de tempo.

Isto d4 a interpretagfo fisica do vetor de Poynting S: ele representa a densidade
de corrente de energia eletromagnética.

Em particular, na auséncia de cargas e correntes (p = j = 0), a (12.5.5) fica
U

divS+—=0 S.
\Y o (12.5.12)

que é a forma local da lei de conservacdo da energia eletromagnética (compare com a
equacio de continuidade, forma local da lei de conservagdo da carga:
divj+ dp/dt=0).

Aplicacdo a ondas planas

Numa onda eletromagnética plana (nfio necessariamente monocromdtica) que se
o A
propaga na dire¢do de u, vimos que

B = %ﬁ < E (12.5.13)
com1/¢ = V&, oquedd
1 1 B?
2 _g2-= 2 ~ggE2 = — 12.5.14
B CZE gy o E { 5 € E 21 (12.5.14)

ou seja, numa onda plana, as densidades de energia elétrica e magnética sdo iguais: a
cada instante, metade da energia encontra-se sob a forma de energia elétrica e metade
como energia magnética.

Para o vetor de Poynting, resulta:
[ 1
B A ~ A
S—ExZ - [ Ex(@xE) - /5—0 B2 6 - (E- 0)E
Ho Ho Ho =5 J

1 - P
Shed ggE? i {[s=cUui] (12.5.15)
ol We=Up+Uy=U

[

—
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Este resultado tem uma interpretagdo fisica simples.

Para a corrente elétrica, uma densidade de carga p movendo-se com velocidade
v contribui j = p v para a densidade de corrente. Como U é a densidade de energia e S
a densidade de corrente de energia, S/U = ¢ U é a velocidade de propagagdo da energia

eletromagnética.

Logo, wna onda eletromagnética plana
transporta energia, na direcdo e com a
velocidade da onda: a energia que atra-

, A
vessa uma drea X normal a u durante um

il
c>

intervalo de tempo A¢ é a energia que

c At esta contida num cilindro de base X e ge-

Figura 12.6 Energia que atravessa ratriz ¢ At, ou seja, UXcAt, o que dd

Uc para a energia por unidade de tempo
e drea (fig. 12.6).

No caso particular de uma onda plana monocromatica,

E=Aécos(k -r —wt+8)

vém

S:c-eoAzcosz(k-r-(ot+8)ﬁ

de forma que o valor instantineo da densidade de corrente de energia oscila, como a onda.
I

~ . .
nteressa-nos entdo a média temporal <8 > de S, tomada sobre um perio

VEITL

(12.5.17)

A intensidade I da onda eletromagnética é definida como o valor médio da ener-
gia eletromagnética, por unidade de tempo, que atravessa wma drea unitdria, normal a

diregcdo de propagag¢do u. Logo,

X 1
1=(s)-u:|(s>|=5ceoA2 (12.5.18)

12.6 A Equacgio de ondas inomogénca

Como € gerada uma onda eletromagnética? No dominio macroscépico, sabemos
que isto se faz através de uma antena emissora de rddio ou TV (por exemplo), alimentada
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por um sinal gerado por um oscilador eletromagnético de alta freqii€ncia. As faixas de
freqiiéncia apropriadas a estes exemplos foram especificadas acima.

Vamos estudar agora o modelo cldssico mais simples para uma fonte de radiag@o,
devido a Heinrich Hertz (1888). Este modelo idealizado representard uma fonte puntifor-
me de radiag¢do, da mesma forma que uma carga puntiforme em repouso representa uma
fonte puntiforme de campo eletrostético.

O ponto de partida sfo as equagdes de Maxwell inomogéneas no vécuo,

1 OE

() rotB - C_2 E = Uy j
JB

(1) rotE + Fri 0

(12.6.1)

() dive = 2
()]

(1v) divB =0

onde j e p sdo fungdes dadas (supostas conhecidas: no exemplo acima, representariam a
distribuicio de corrente na antena emissora), de (X ,?), que satisfazem a equagdo de
continuidade:

.. 0P
leJ+at—0

e queremos calcular (E,B).
Na eletrostdtica, como vimos, o cdlculo do campo E devido a uma dada distri-
buigdo de cargas é bastante simplificado pela introdugdo do potencial escalar ¢. da equa-

cdo (IT) neste caso, rot E = 0, decorre E = —grad @, e ¢ (x) obtém-se a partir de p
pela (4.2.11)

olx) 4neOJ. p,((xx Ix, r(xx) =lx-x] (12.6.2)

que corresponde ao potencial coulombiano.

Aqui também obtemos uma grande simplificagdo introduzindo potenciais, a partir
das equagdes homogéneas (II) e (IV). A (IV) d4

divB=0 = |B=rotA (12.6.3)




280 As equagbes de Maxwell

onde A se chama o potencial vetor.
Substituindo na (II), resulta

JA JA
=0 E+ 2% = _orad
rot(E+ a:) = + 3 grado

ou seja,

JA
E=—grad(p—§ (12.64)

onde ¢ € o potencial escalar; a eletrostitica corresponde ao caso particular
0A/dt=0.

Até que ponto (A, ¢ ), ficam determinados a partir de ( E, B ) ? Como o rot de
um grad é = 0, B ndo se altera se substituirmos na (12.6.3)

A=A+grady | (B=rotA = rot A’ (12.6.5)

onde x (x,?) é uma fungio escalar arbitraria.
Substituindo na (12.6.4), fica

’ 4

dA
E = —grad - 3 E(grad x) = —grad ¢ - 3

onde

¢ =@+dy/ ot { cpchf—%—’f (12.6.6)

A transformag@o definida pelas (12.6.5) e (12.6.6), que ndo altera os campos
(E,B), chama-se uma transformagdo de calibre, e diz-se que uma dada escolha de y
corresponde a um calibre.

Substituindo as (12.6.3) e (12.6.4) nas equagdes de Maxwell inomogéneas (I) e
(IIT), vem:

19 oA .
(I) rot rotA—;z—g(—grad(p—E) =U,J

(12.6.7)

(11} ~div (grad o+ %1}) = %

Para um vetor v qualquer, desenvolvendo o duplo produto vetorial, temos
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rotroty = Vx{(Vxv)=V(V.-v)-V.Vv=V(V.v)-Av

o que define A v, o laplaciano de um vetor:

rot rotv = grad (div v) — Av (12.6.3)

onde, em coordenadas cartesianas, justificando a defini¢do de A v,

Av = XAv, + y Ay, + zAv, (12.6.9)

Substituindo nas (12.6.7), fica

, 19 1 2°A ,
(D) grad(dlvA+C—2§(E]—AA+—2——T=u0J

(12.6.10)

Se pudermos aproveitar a arbitrariedade na escolha dos potenciais para impor a
condi¢do de Lorentz

giva+L 22 g (12.6.11)
C !
resulta
1 9°A )
Mz TR
(12.6.12)
1 d%¢ P
Ag-—2=-1
i c or €,

ou seja, tanto A como @ satisfazem a equagdo tridimensional de ondas inomogénea, cujos
termos-fontes sio dados por j e p (sobre esta equagfo, veja Fisica-Bdsica 2, Seg. 6.5).
Para ver se é possivel impor a (12.6.11), vamos supor que ela ndo seja satisfeita

por um dado par (A, ¢ ) e vamos ver o efeito de uma transformacdo de calibre (12.6.5),
(12.6.6):
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TN TEIE™
divA + 2 o = le(A + grad x)+ Z Y ((p’ ]

ot

(12.6.13)

1 o¢ 1 9%y

= divA' + &5 = S o

VA’ + 2 o +(Ax 2 32

Por coaseguinte, se escolhermos y como solugio de
1 9%y , 1 Jdo

Ax—c—z—a—;‘z—— leA+;2—§ (12.6.14)

que € (outra vez) uma equagio de ondas inomogénea (cujo 2.” membro é suposto conhe-
cido), resulta que (A’, @) satisfario a condi¢do de Lorentz.

Logo, a resolugdo das equagdes de Maxwell inomogéneas € equivalente a reso-
lugéo da equagdo de ondas (tridimensional) inomogénea.

12.7 Potenciais retardados

Como a equagdo para A equivale a 3 equagdes de ondas escalares inomogéneas
(uma para cada componente), basta resolver a equagio para @,

Ap—

14
52 =p(er) /e (12.7.1)

que se reduz a equagdo de Poisson, no caso eletrostdtico (d ¢/d ¢ = 0) . A solugdo neste
caso €, como sabemos, o potencial coulombiano devido a p, ou seja,

1 yd
o(x) = aneg _[rgﬁ"x)) d>x’ - (127.2)

onde a integral se estende a todo o espago ocupado por p, satisfaz a
Ap(x)=-p(x)/ g,

2or outro lado,

1 1
r(x, x’) - IX-" X'l

¢ o potencial coulombiano em x de uma carga puntiforme numericamente igual a 4 1t €

em X', de forma que

Ax[ : }:0 (x#x) (12.7.3)
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pois, fora da carga, o potencial satisfaz a equagdo de Laplace.

Isto também pode ser verificado diretamente, tomando a origem das coordenadas
em X’ e procurando a expressdo do A de uma fungdo que sé dependa de r (distincia a
origem):

Af(r) = div grad £(r) = dw(zf j dw( a ) (12.7.4)

r rdr

Mas j4 vimos que

div(Fv)=Fdivv+VF-v (12.7.5)
Logo,
Af(r )——1-9; divr + grad(% j—{) r
=3 N—— e —
A 5 A N
”—rz d"+'" dr? r

A
ou, comor - r=r,

3df _1df ﬂ dz_f 24
Af(r)— rdr rdr * dr*  dr* rdr (12.7.6)

o que também pode ser escrito (verifique!) como

A (r)= lﬁ[r £()] (12.7.7)

Em particular, para f(r) = 1/r,istoda, A(1/r) =0 (r#0).
Uma conseqiiéncia desta férmula € que ela permite obter a solucdo geral esferi-
camente simétrica da equagiio de ondas homogénea

A¢(r )= =5 0(1) =0 (12.7.8)

Com efeito, pela (12.7.7), isto equivale a

1 1 d%¢ _
raretal=G g =0

ou, multiplicando ambos os membros por r, e chamando

r(r.1)= F(r,1) (12.7.9)
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—_— =0 12.7.10
or? ¢ o ( )

equagdo de ondas unidimensional, cuja solugdo geral j& vimos:

F(r)=F.(r—ct)+ F (r+ct)| (12.7.11)

o que da

-
(@) F. (b) F. Flr-ct) F(r+ct

(p(r,t)z '( )+ +( ) (12.7.12)
Figura 12.7 Os dois termos da (12.7.12) r r

O 1.° termo [Fig. 12.7(a)] representa uma onda esférica divergente € 0 2.9 [Fig.
12.7(b)] uma onda esférica convergente; note que a intensidade, em ambos os
casos, cai com 1/r% e é singular na origem (fonte ou sorvedouro das ondas, res-
pectivamente).

Combinando os resultados acima, podemos agora escrever a solugido da equagdo
de ondas 3-D inomogénea que generaliza o potencial coulombiano e representa a emissdo

de ondas pelas fontes. Afirmamos que esta solugfo é

;o r (x, x')
() e =] J p("” ST Jd3 (12.7.13)
’t = g
PxX 4n )| r(x! X') *
onde, como antes, r (X, X’ ) = |lx = x’ | , ¢ a integral € estendida a toda a distribuig¢io

de cargas.

A (12.7.13) tem uma interpretagiio fisica muito simples. Numa teoria de agdo a
distancia, o numerador do integrando seria p (x’, t) e a integral representaria o potencial
coulombiano instantdneo criado pela distribuigdo de cargas no instante .

Na (12.7.13), porém, o potencial em X, no instante 7, devido a carga contida rium

elemento de volume d°x’, com centro em X', depende da densidace de carga
p(x ,t’), nesse elemento, no instante retardado

(12.7.14)
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O retardamento

r(x,xX)/c=lx-x1/¢c

corresponde precisamente ao tempo que

leva a interagdo para transmitir-se de X" a

Figura 12.8 Interpretagdo fisica X, viajando com velocidade c (fig. 12.8).
do potendal retardado

A (12.7.13) chama-se potencial retardado criado pela distribui¢fo, e exprime preci-
samente a diferenca essencial entre uma teoria de ag@o a distincia e uma teoria de campo: a
velocidade finita (= ¢ no vdcuo) de propagacdo das intera¢ées eletromagnéticas.

Para pontos suficientemente préximos das cargas, o efeito de retardagéio é des-
prezivel, e podemos usar o potencial Coulombiano instantineo como boa aproximagio,
mas isto deixa de valer para distincias maiores.

Vejamos agora como justificar o resultado (12.7.13). Para isto, consideremos
inicialmente uma situagdo em que a fonte (distribui¢do de carga e corrente) pode ser
tratada como "puntiforme”, no sentido de que a retardagdo sobre as dimensées da fonte
seja desprezivel em confronto com o tempo que leva para que p (X' ,t’) sofra uma
variagdo aprecidvel.

Neste caso, se dv é o volume que contém a distribui¢do, e se o "ponto de
observagdo" x estd fora desse volume, ou seja, p (x',¢) = 0, podemos identificar & v
com a origem de coordenadas ("ponto fonte") e notar que

1
t-Z=—=(r—ct)
c C,

1
r C

satisfazendo portanto a equac@o de ondas homogénea,

de modo que a (12.7.13) é da forma

[pois p(x,t) =0].
Isto ndo vale se x estd dentro de & v; neste caso, 1/r torna-se singular para
’

X =x,masd’x’ (= r®drdQ em coordenadas esféricas) compensa esta singularidade,
de forma que a contribui¢io de
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1 g

c? or?
tende a 0 com as dimensdes de 8 v. Entretanto, 0 mesmo ndo se aplica a A ¢ , porque
A (1/r) contém derivadas segundas, que divergem como 1/r° .
Por outro lado, nesta contribuigdo, como x € § v, a retardagio é desprezivel, o
que significa que

1 9 [ 1 I px,1) 3]
(A T2 52—](? [xesv= A0l 5, = Alames ) ] (12.7.15)

= —p(x,1) / g

pois a expressdo entre colchetes é o "potencial Coulombiano instantineo” devido a dis-
tribuigao.

Isto demonstra o resultado quando x € & v e quando x estd fora de §v (2.°
membro = 0), ou seja, para uma fonte puntiforme, em qualquer caso.

Para demonstri-lo em geral, basta agora usar o principio de superposicio, consi-
derando uma distribui¢do qualquer como superposi¢do de fontes puntiformes.

Para o potencial vetor A (x,¢), a tnica diferenga é que a equagiio de ondas ino-
mogénea € vetorial, ¢ que o 2.° membro é —Moj(x,2), em lugar de —p (x,1)/¢&.
Logo, a solugfio para A é

" j(""" =0 r(XQX)J : (12.7.16)
Alx,1) = 2 d>x’

que € o potencial vetor retardado.

Calculando B ¢ E a partir de A e @, obtém-se a solugiio correspondente das
equagdes de Maxwell inomogéneas no vécuo. E importante notar que esta ndo € a solugdo
geral destas equagdes, por dois motivos:

(a) Podemos sempre somar solugdes das equagdes homogéneas, por
exemplo, ondas planas em quaisquer diregGes.

(b) Poderfamos ter tomado, em lugar de potenciais retardados, poten-
ciais avangados, em que, nas integrais, p e j seriam calculados no

instante avangado
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I+M=l(r+ct)
c c

Isto corresponderia ao 2.° termo da (12.7.12).

Entretanto, isto corresponderia a calcular os valores atuais dos campos em fung@o
do comportamento de p e j no futuro, dados de que usualmente néo dispomos, ao passo
que os potenciais retardados correspondem ao campo eletromagnético atual gerado pelo
comportamento de p e j no passado.

Assim, ao escolher os potenciais retardados, estamos introduzindo uma assimetria
entre passado e futuro que ndo estd contida nas equagdes de Maxwell, mas sim no tipo
de problema que procuramos resolver.

12.8 O oscilador de Herix

O modelo mais simples de uma fonte puntiforme de radiagdo eletromagnética,
tratado por Hertz em 1888, baseou-se nos resultados experimentais que ele proprio obteve
em 1887, comprovando a existéncia das ondas eletromagnéticas preditas pela teoria de
Maxwell através de sua geragdo e detegdo.

A aparelhagem que empregou para este

,/L*ﬂ Faisca perd fim estd esquematizada na fig. 12.9. Duas

L \ esferas metdlicas, separadas por um pe-
c L, % L X queno intersticio, estavam ligadas ao se-
N cundério de um transformador, que pro-

B ele“o?r:‘a‘; ctca duzia campos alternados de alta voltagem

a partir de oscila¢des no circuito L-C pri-
Figura 129 O experimento de Heriz . .. .
mdrio. A voltagem elevada 1onizava o ar
e produzia uma descarga oscilante do ca-
pacitor formado pelas duas esferas acopladas ao secunddrio do transformador, fazendo

saltar faiscas entre elas.

Para detetar as ondas eletromagnéticas geradas pela descarga oscilatdria, Hertz
usou um fio metdlico em forma de aro (também terminando em um par de esferas metd-
licas), deixando um pequeno intersticio entre as pontas, ¢ de dimensdes ajustadas para
aproximar um circuito L-C ressonante com a freqii€ncia das oscilagGes eletromagnéticas
geradas.

Hertz observou que cada fafsca de sua "antena emissora” era acompanhada de
uma fafsca da "antena receptora”, mesmo quando a separagdo entre elas era de varios
metros. Medindo o comprimento de onda A e a freqiiéncia v da radiagdo, ele pode calcular
a sua velocidade de propagagio, verificando que coincidia com ¢. Ele havia gerado assim
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pela primeira vez "ondas hertzianas” — ondas de rddio, com A >> que as dimensdes dos
circuitos usados.

2 q Para modelar a sua "antena emissora”,
T Hertz usou um dipolo elétrico puntiforme
4 oscilante, que pode ser pensado como re-
presentando as cargas + g das esferinhas
—-q metdlicas (equivalentes as cargas nas pla-
Figura 12.10 Dipolo hertziano oscilante cas de um capacitor), oscilantes com o
tempo, acompanhando a oscilagdo da vol-

o - AL . L.
tagem do circuito, e com separagdo ¢ = ¢ z igual ao intersticio, levando ao momento de

dipolo elétrico

p(r) = g¢ = p(1)z (12.8.1)

tratado como puntiforme por ter dimensdo £ << A, onde A é o comprimento de onda das
ondas hertzianas emitidas (fig. 12.10).

A variagdo temporal de p (t) = ¢ £ pode ter origem na variagfio de g com ¢, com
¢ fixo (como na experiéncia de Hertz) ou na variagiio de ¢ com g fixo,

p(r) = g¢ (1) (12.8.2)

0 que poderia corresponder a uma oscilagio de uma das cargas em torno da outra, suposta
fixa. -

Adotando esta iltima interpretagdo e substituindo j = p v na expressdo de A,
vem

p(x’) v(x’,t - i)
A(x, 1) Ho J. ¢ a3
(12.8.3)

0 VI W qv(hg)
_ Yo Y N3, _ 20 N\ )
C4n r p(x)dx—4n

onde usamos o fato de que a carga é puntiforme (retardagio desprezivel sobre suas
dimensdes) e r = | x| ¢ a distdncia a posi¢do do dipolo, tomado como origem.
Como v = d¢/dt, resulta

A(x,t)=%p(t-—£) =l (12.84)




12.8 QO oscilador de Hertz 289

onde o ponto () indica derivagdo em rela¢do ao tempo.
Podemos agora usar esta expressdo para calcular B = rot A. Para um vetor v
qualquer e um escalar f,

rot(fv)=Vx(fv)=Vfxv+fVxv (12.8.5)

lembrando que temos de derivar um produto; assim,

rot (fv) =gradf X v+ froty (12.8.6)

Na expressdo acima,

onde Z = grad z, o que da rotz = 0. Logo,

e
B=rotA=%’-grad p( c) x % (12.8.7)
cerad| [\ ¢/
-

Mas, para uma fungo f( r),grad éaderivada direcional,

gradf(r)=j—frf' (12.8.8)

Logo, usando a regra da cadeia,

. A
ou seja, como pz = p,

Mol 1 . r 1 . r ,
B="0|—p|lt——|+—pl 1——||x
4n [rz p( c) rc p( cﬂ r (12.8.9)
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Pela (12.8.2),

P=qvVv , p=gqv (12.8.10)

ou seja, o 1. termo da (12.8.9) ¢ proporcional A velocidade da particula ¢ o 2.° termo &
aceleracdo (ambas no instante retardado). O 1.° termo, proporcional a 1/r2, deve pre-
dominar para distancias pequenas do dipolo (r — 0); 0 2.°, que cai como 1/r, para
distincias grandes (r — o).

Vejamos de inicio coro interpretar fisicamente o 1.° termo. Para r suficiente-
mente pequeno, o efeito da retardagic é desprezivel, e, pela (12.8.3), este termo se escreve

_ Mo . A_u_ojM »
B1=4nr2 p(t)xr— an 2 d’x (12.8.11)

Comparando com os resultados obtidos no Cap. 8, vemos que este é o campo de Biot-
Savart corresponde 2 distribuigdo instantinea j (X', 1), ou seja, é 0 campo magnético que
ela produziria se fosse uma corrente estaciondria. O resultado corresponde portanto
aproximagio de correntes quase-estaciondrias discutida na Se¢. 9.5.

A regido préxima do dipolo, onde esta é uma boa aproximagiio para B, chama-se
zona proxima. Esta contribuigiio, como o campo coulombiano, cai com 1/r2.

J4 0 2.° termo da (12.8.9) é um termo no{fo, que cai mais lentamente, como
1/ r apenas, e portanto predomina a grande distincia:

.. r
p[’_—) 12.8.12)
Blx)=4S =—i | () et e

A regidio onde vale esta aproximagdo chama-se zona distante ou zona de onda.

Como € gerado este termo com decréscimo mais lento? Para ver sua origem,
consideremos o caso particular em que p ( t ) oscila com freqiiéncia angular ®, como nas
experiéncias de Hertz (oscilador de Hertz):

(1) = po sen (w1) (12.8.13)

0= amento) | ofr-Z)omeolofi-]

ou seja,

p(z—ij = wp, cos (kr — wr) (12.8.14)
c
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onde
k= 2r (12.8.15)
c A
¢ o niimero de onda.
b(t—(—';) A funcdo
r
I\ 1. _r
1 r? (’ ] CJ
\\ . T
~_ / que derivamos em relagfio a r na (12.8.7)
[\\ /\\ \/\ ]\\ ——— para calcular B, estd representada na fig.
U U{\M/}\___= r 12.11. A envoltéria cai com 1/r (cuja
o M- derivada cai com 1/7?) mas ela é modu-
U o lada pela oscilagdo com r proveniente da
d retardagdo (propagagdo da onda), que
/ transfere oscilagSes com 7 para oscilagdes

) em r, e cuja contribuicio a derivada,
Figura 1211 A fungdo p(t — r/c)/r

d
7 cos (kr —wr) =—k sen (kr —ot)
multiplica 1/r, continuando a decrescer com este fator, em lugarde 1/r%. Logo, tri.ta-se
de um efeito da retardacao.

Comparando a ordem de grandeza dos dois termos, podemos também defini. mais
precisamente a zona préxima e a zona de onda neste caso. Com efeito, obtemos

r z 1
B = ;l—;)t L% cos (kr — w1) — (’)rfo sen (kr — (Dt)Ji X T (12.8.16)

¢ vemos que a razdo do segundo termo para o primeiro é da ordem de
(@/c)r=kr=2nr/\.Logo,

r<<A < zona préxima

r>>A <« zonadeonda (12.8.17)

Para circuitos AC, comv = 60s™",

_3x10%m /s

A=c/v= —— = 5%10%°m = 5000 km
60s
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de modo que estamos sempre na zona préxima, o que justifica a teoria das correntes
quase-estacionirias neste caso.

Vamos calcular E somente na zona de onda, desprezando termos que caem mais
rapidamente a grande distincia e usando apenas o termo dominante. Para isto, em lugar
de calcular ¢ e usar

JA

E=-Vo-3r

¢ mais simples usar a equagdo de Maxwell (I), que, a grande distincia da distribuicdo de
cargas e correntes (j = 0), é

rotB =L 9E (12.8.18)

¢t o

Para um oscilador de Hertz de freqiiéncia angular w, também ¢é mais simples representar
o termo dominante da (12.8.16) em notagdo complexa:
2 [_ i\ kr=wt -I
l-lol’o@Rlle'(r )IA
= e Z
4nc |_ r J

o 34

B

X (r >>A) (12.8.19)

Com o fator temporal ¢ ', tem-se d/3¢ = —i ®, 0 que dé

5 2
rotB=—¥E { E=iSrotB (12.8.20)
c )

omitindo "Re", que fica subentendida. Assim, usando a (12.8.6),

2 2 ikr
E = BOPOY ,E ;e rot(gr——ix fJ (12.8.21)

;'—‘—V‘-_—J
_Hopo? € {em } i
grad| Z

N e A n
x(ZxF) + Trot(zxr)

[ S
d[e“'"JA cai como r?
5 |F

. 3 ikr
O termo dominante, na zona de onda, vem da derivada de ¢'*" (que representa
a retardagdo ¢'“ ¢ ), ou seja,

_HoPo‘D2 ¢ k-0

ok 4ne r
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Comparando com a (12.8.19), resulta

E=cBxi | (r>>1) | (12.8.22)

Como isto vale para qualquer freqiiéncia @, vale também para qualquer dependéncia
temporal de p (¢) . Finalmente, com a (12.8.12), obtemos, na zona de onda,

E(x,1) =cB(x,1)xrt

(12.8.23)

B(x,1) = Lrlco ﬁ( —L)xf'

Em ambos os campos, a dependéncia de x e ¢t vem do fator

1.( r
rp t_C

Pelo visto na (12.7.12), concluimos que o campo na zona de onda é uma onda
eletromagnética esférica divergente, centrada na posigio do dipolo.
rd . A ~
Vemos também que as relagdes entre E, B e r na zona de onda sdo as mesmas
A . ~ ~
que as encontradas entre E, B e u (versor da diregio de propagagio) numa onda plana.
Este resultado seria esperado, porque uma porgdo de uma frente de onda esférica, a grande
distdncia da fonte, pode ser aproximada por uma por¢do de frente de onda plana.

Em particular, as 1ensidades de energia elétrica e magnética sdo iguais; como E,
A 5 . . s
B e r formam um triedro ortogonal direto, o vetor de Poynting &

1
S=—ExB=i(Bxf')xB=c—- £
Mo Ho ’ Ho

ou seja, como na (12.5.5),

0 que d4, com

para S na zona de onda,

2
. r A
e
¢ P (12.8.24)




294 As equagoes de Maxwell

que é dirigido radialmente para fora, como deve ser numa onda esférica divergente.

O ponto fundamental é que S cai com 1/ r* , de forma que o fluxo de energia ele-
tromagnética por unidade de tempo através de um elemento de dngulo solido d €2,

| _
! aw =(8-£)r’dQ | (12.8.25)
¢ # 0, mesmo para r — ©,
|
| 1 r ? ‘
| dW = ———— "(t—w)xf' dQ 12.8.26
| 167 € [p C } ( )

representando energia eletromagnética irradiada pela fonte.

Se E € um campo eletrostitico ¢ B um campo magnético de correntes estacionari-
as, ambos caem no minimo como r ~*, de modo que S cai com r P edWI!dQ > 0
como r °, ou seja, ndo hd radiagdo. Ela sé aparece para campos varidveis com o tempo,

s

A

Como p é paralelo a Z, o resultado tam-
bém se escreve

[
i

2
1

idW: 3 ii[t—i) sen’ 0 \

 dQ 16n°c’g, c ‘

(12.8 27)

onde 6 € a coordenada esférica usual (an-

gulo entre t e Oz, fig. 12.12).

Figura 12.12 Radiacdo em d Q

Logo, a distribuicdo angular da radiagio

z emitida pelo dipolo ndo € isotrdpica: é
4 proporcional asen * 0, cujo diagrama po-
29 lar estd representado na fig. 12.13 (em 3
o) dimensdes, € preciso imagind-lo como
w axialmente simétrico em torno de Oz ).

Em particular, a radiagdo é mdxima no

plano equatorial (8 = n/2), e o dipolo

S ndo emite radiacdo na dire¢do do seu
Figura 12.13 Distribuigdo angular )
da radiagio de dipolo eixo (6 =0 ou ).
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A poténcia total irradiada, W (taxa total de emissfo de radia¢do por unidade de
tempo) obtém-se integrando sobre todos os Angulos sélidos (d§2 = sen0d0do):

dw 1 [ ( r)z 2 I"
w=g£ dQ = plr—— d sen” 8 40
dQ2 16n%c’ g Lp c J A
2n

Comcos O = u,

.4 5 1
sen“0-senfdl =
0

-1

2T
(l—uz)du=|_u—--3iJ =§
-1

€ vem

. r :
12 H’_Zﬂ (12.8.28)

4rne, 3 ¢

Em particular, para uma carga ¢ em movimento na dire¢éo z,

p(t)=qz(1) (12.8.29)

obtém-se a férmula de Larmor

2 2
we l 24 z(,_i) (12.8.30)
4ne, 3 ¢ c

W € proporcional ao quadrado da aceleragdo retardada da particula. Assim, no modelo

atdbmico de Bohr, a teoria cldssica preveria o colapso das érbitas eletrdnicas, devido a
radiagao.

Vemos que uma carga em movimento retilineo uniforme (em relagao a um refe-
rencial inercial) ndo emite radiagdo. Este resultado é consistente com o fato de que, no
referencial da carga (que neste caso é também inercial) ela estd em repouso.

O oscilador de Hertz € um caso particular, com (como vimos)
p(t) = Po scn((ot) { p=-w’p

d que d4

1 20
W=—-‘—"'"_{'P3 sen? [m (t-i):| (12.8.31)

4rne, 3 ¢ c

para a taxa instantdnea de emissdo de radiacfio. A taxa média < W> obtém-se notando
que, para o sen’, ela é
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(sen2 (o)t - kr)) =

(12.8.32)

L
2

onde a média é tomada sobre um (ou vdrios) periodos, conforme jd vimos. Resulta

1 o* 2
W)= 3 (Po) (12.8.33)
0

que cresce com a quarta poténcia da freqiiéncia, mostrando a importincia crescente da
perda por radiagdo a altas freqiiéncias, num circuito.

‘Z Para ilustrar este ponto, consideremos
(fig. 12.14) uma antena retilinea curta,

formada por um fio metalico de compri-

mento [, alimentado com uma corrente
! T O ¢ oscilante, de intensidade
 J
1 (1) = I,sen(ax) (12.8.34)

Voltando a (12.8.3) e lembrando que nes-

te caso é
Figura 12.14 Antena de dipolo caso ¢

jdx =1dl (12.8.35)

onde dl é o elemento de linha ao longo do fio, obtemos

Jpvd3 ’=_[jd3 ’=I Idl=11=p . (12.8.36)

p = Il = wlylsen (w?) (12.8.37)

Vemos assim que, neste caso,

1 2 1
W), = 29 p 5 2 (12.8.38)

Se o fio tem resisténcia Shmica R, a poténcia média dissipada pelo efeito Joule é
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IR (12.8.39)

(W = R(I") =

o[-

Comparando com a (12.8.38), definimos a "resisténcia de radiagdo” da antena por

1

2 o ,
— .z 12.8.40
4ney 3 3 ! ( )

C

Riag =

Esta € a resisténcia hmica que dissiparia a mesma poténcia média perdida por radiagdo.

Temos:
w_z_k2 —if_t_z_
c2 - - ;Lz
Logo,
_2n (IT
Rea = Teclh, (12.8.41)

onde a condi¢do / << A é necessdria para que possamos assimilar a antena a um dipolo.

Vimos na (2.3.2) que, em valor numérico,

! =107¢?
4re,
logo
2n _8n® 1 8n’x107¢
3g,c 3 4dmegc 3
ec = 2998 x 10®m/s, o que da
Riq = 789 [%JZQ (I << ) (12.842)

que cresce com o quadrado de (I/A). Mesmo para um fio de [ = 0,1 A, tem-se
Rae = 8Q, de forma que, a freqiiéncias elevadas, a perda por radiagdo de um fio tor-
na-se bem mais importante do que a perda 6hmica.

No espalhamento da luz por particulas dielétricas de tamanho << A (compri-
mento de onda da luz), a luz incidente induz na particula um momento de dipolo
oscilante com a freqiiéncia da luz. A radiacdo emitida por este dipolo é a radiagdo
espalhada. Por conseguinte, a intensidade da luz espalhada cresce com ®*. Como
Wvidleta ~ 1,8 Wvermelno , @ componente azul da luz solar ¢ espalhada com intensidade
(1,8)* = 10 vezes maior que a luz vermelha. Esta é a explicagio de Lord Rayleigh para
a cor azul do céu (trabalhos posteriores de Einstein e Smoluchovski mostraram que o
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espalhamento € devido as flutuacées de densidade da atmosfera). Na luz direta (ndo
espalhada) predomina a cor vermelha, explicando o tom avermelhado do horizonte ao

nascer ou por do sol.

12.9 Conclusdao

Além de gerar artificialmente, pela primeira vez, ondas eletromagnéticas, e de
mostrar que se propagam com velocidade ¢, Hertz também demonstrou que elas se refle-
tiam em superficies metdlicas da mesma forma que a luz num espelho, e eram refratadas
por um bloco de parafina, obedecendo as mesmas leis da refragdo da luz. Também de-
monstrou com elas efeitos de focalizagfio e de interferéncias, em tudo andlogos aos da
luz, e concluiu;

"As experiéncias descritas me parecem em alto grau adequadas para remover as
ddvidas sobre a identidade entre a luz, a radiag@o térmica, e as ondas eletromagnéticas.”

Estes resultados, unificando a dtica e o eletromagnetismo, marcam o apogeu do
que se chama de "fisica cldssica”. Veremos mais adiante (Fisica Bdsica 4) a dtica eletro-
magnética.

Ao tratar da radiagdo emitida por cargas em movimento, jd encontramos a questio
dos efeitos da passagem de um referencial inercial a outro sobre fendmenos eletromag-
néticos; esta questio também apareceu na descrigdo assimétrica dos efeitos da indugiio
eletromagnética conforme seja um fmd ou um circuito que se move.

Problemas deste tipo e resultados experimentais buscando efeitos do movimento
da Terra sobre a velocidade da luz acabaram levando a formulagd@o por Einstein, em 1905,
da feoria da relatividade restrita. Nesta teoria, verificou-se ser necessario modificar as
leis de Newton da mecdnica, embora as equagdes de Maxwell tenham permanecido inal-
teradas. Entretanto, a relatividade restrita (que também serd tratada no Vol. 4) ainda
pertencia ao arcabougo da fisica cldssica.

Na mesma experiéncia em que Hertz verificou a existéncia de ondas eletromag-
néticas, ele observou que a luz (predominantemente azul-violeta) das centelhas da antena
emissora facilitava a ocorréncia de centelhas na receptora: isto porque provocava a emis-
sdo de elétrons pelo metal das esferas. Este efeito fotoelétrico acabou sendo um dos
fendmenos que deram origem a um rompimento radical com a fisica cldssica. Novamente,
foi um trabalho de Einstein de 1905 (levando bem mais longe uma proposta de Max
Planck em 1900), que explicou o efeito fotoelétrico em termos do que chamamos hoje
de processos quanticos.

Fendmenos inexplicdveis pela fisica cldssica ja foram encontrados em diversas
etapas deste curso. Veremos no vol. 4 como acabaram levando a formulagdo da fisica

qudntica.
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Mesmo na teoria quintica, porém, as equagdes de Maxwell permanecem vilidas,
embora tenham de ser reinterpretadas. Atualmente, a teoria quintica das interagdes ele-
tromagnéticas € o modelo bésico para o tratamento de todas as interagdes consideradas
como fundamentais. |

Vemos assim que as equagdes de Maxwell, complementadas pela mecénica quén-
tica, ndo s6 descrevem todos os fendmenos eletromagnéticos e 6ticos a nivel macrosco-
pico, como também servem de paradigma para o tratamento das demais intera¢des, em
nivel microscépico.

Num trecho famoso de seu romance "Em busca do tempo perdido", Marcel
Proust descreve como, ao provar um doce* conhecido como "madalena”, mergulhan-
do-o numa xicara de chd, quando j4 adulto, o gosto do doce com o chd evocou nele,
repentinamente, as memdrias de toda a sua infincia, quando, morando na cidade de
Combray, sua tia costumava oferecer-lhe, aos domingos, uma "madalena” mergulhada
em chd. Este trecho é um paralelo apropriado para tudo aquilo que esti contido nas
quatro equacdes de Maxwell:

"E, como nesse passatempo japonés em que se mergulham numa tigela de por-
celana cheia de dgua pedacinhos de papel até entdo indistintos, mas que, assim que sio
mergulhados, se estiram, adquirem contornos e cores, se diferenciam, transformam-se em
flores, casas e personagens consistentes e reconheciveis; assim também, agora, todas as
flores do nosso jardim, do parque do Sr. Swann, e os nendfares do Vivonne, ¢ a boa gente
da aldeia, com suas pequenas moradias, e a igreja, Combray inteira com seus arredores,
tudo isso, que toma forma e solidez, saiu, cidade e jardins, da minha xicara de chd".

PROBLEMAS

1. Um capacitor de placas paralelas é formado por dois discos circulares de raio 7 sepa-
rados por uma distincia d << a, no véicuo. As placas estdo ligadas a um gerador AC que produz
uma carga no capacitor @ = Qo sen (). Admita que o campo E entre as placas é uniforme,
desprezando fuga de linhas de forga, e tome o eixo z ao longo do ecixo do capacitor. Calcule o
campo B entre as placas, a uma distancia p do eixo.

2. Um fio condutor retilineo cilindrico muito longo, de condutividade & e raio a, t-ans-
porta uma corrente constante, de densidade j = ¢ E uniformemente distribuida sobre a secciio
transversal. Tome o eixo do cilindro como eixo z. (a) Calcule B na superficie do fio; (b) Calcule

Utaa espécie de bolinho em forma de concha.



300 As equagdes de Maxwell

o vetor de Poynting S na superficie do fio; (c) Mostre que o fluxo de S através da superficie de
um trecho de comprimento / do fio € igual a energia dissipada em calor pelo efeito Joule nesse
trecho, por unidade de tempo. Note que essa energia flui do espago em torno do fio para dentro
dele.

3. Suponha que uma limpada de 100 W emite toda a sua energia em forma de luz
(despreze outras perdas), uniformemente em todas as dire¢Ses. Estime os valores médios quadri-
ticos de | E | e | B | a uma distdncia de 1 m da lampada.

4. A constante solar, a intensidade da radiagdo solar que atinge a atmosfera terrestre, vale
2 cal/cm? por minuto. {a) Quais sdo os valores maximos de | E | e | B | correspondentes? (b)
Sabendo que o raio do Sol é de 6,9 x 108 m, e que a distdncia média Terra-Sol é 1,5 X 10! m,
qual ¢ a intensidade da radiagdo na superficie do Sol (supondo a emissdo isotrépica e desprezando
perdas)?

5. Mostre que, se definirmos a velocidade v de propagacgio da energia eletromagnética,
para um campo arbitrdrio no vicuo, por S = U v, onde U é a densidade de energia eletromagnética,
generalizando a (12.5.15), tem-se

2
v 2 2 & 2
1-— |U? = (Uz -U,) +—= (E-B)
c Ho
onde v = lvl. Dai decorre que v £ ¢, e que s6 pode ser = ¢ quando as densidades de energia
elétrica e magnética sdo iguais ¢ E é perpendicular a B, como numa onda plana. Sugestdo: Use a

identidade (a X b) 2 4 (a- b)2 = a® bz, vilida para dois vetores a e b quaisquer.
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Respostas dos Problemas Propostos

1. 2,3 x 10%,

2. (a) 8,6 x 10°C ; (b) 6,8 x 10" kgf ; (c) A atraciio eletrostdtica é da ordem de 10°
vezes maior.

3. (@) 7.2 x 10”¥s7!, da ordem das freqiiéncias da luz visivel; (b) 2.3 x 10* km/s,
menos de 1% da velocidade da luz, podendo ainda ser tratada como ndo relativistica. Ndo
¢ consistente, na fisica cldssica, usar a eletrostdtica neste modelo. Um estado estaciondrio
s6 € obtido na fisica quintica.

5. (b) 1,6 x 107°C
6. 9V 3 g Q/(16 meyd®), horizontal, para a direita.
7. gQ/(2 e a’ ), vertical, para cima.

8. gA/(2mepp), radial, para fora. -

-
e
1]
[\ ™)

N

a

(2]

c e

2 |

.

(%)

S——

~
N

2. HE=+ c P () o? = e’

p;
2ngg (a2 4 p2)3/2 2meq m (a2 R p2)3/2

Al

T 6
41t€0d(l+d)l ; (b) 54 x 10°N/C

4. (a) E=
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2
5. |El= 77 vertical para baixo (A > 0).
TEy (a2 +b2)
2AlD
6. [El= 777 » vertical para cima (A > 0).
ney (2 +D?) (2% + D?)

q

7. (a) 8%:; ; (b) O (faces adjacentes) ; m (faces opostas).

8 1,8 x 107 C/m’

o
9. 0 acima e abaixo de ambos ; —g entre os dois.
pr o 3\1/2 15.~1
10. (a) E=_"-F; (b) m=e/(4neomea) ;0 (¢) v=72x10"s
0
11. O
- pr pa3
12. E=E(r)f onde E(r)=—A0<r<a);E(r)= > (@a<r<b)

pr p 33 P 3 ;3. 3
E(ry=a——F (33 (b<r<e); E(r)= ¢’ b’ +a’ J{r>¢c)
(r) 3g 3sor2( O 3egr ( )

(B p(_)}

3
13. (a) 0=8npya’ ; (b) E(r)=%{lwl\.

ol

16. (a) E=E(p)p ; (b) E(p)=



Respostas -

CAPITULO 4

1. Centro em (% 1,00); raio % I

q g [3 r?
2. (@) V)=~ r2R) s V=g g 5~ 557 [0S <R);

1

4neg|r R

(4 r2 T
() v(r)=0(r=R) ; V(r)= [—_'{%"WJ (0<r<R);

3. U(r)=—-qr-E

4. (a) U= <l —: (b) F=- 2 32 ; (c) 10 pN, atrativa.

4neg - 2TEYZ

5. ) poipe 3-8 (e -f)
4neor3 41t£0r3

4 Pz3 (—para paralclos, + para antiparalclos)

b Uv=%
2rey r

3 *

() U=-"21"PL inhados paralelos ; (d) 34x102eV; 2,5x102eV

47!: 80 r

6. 3 x 107 "m

7. () U = =-2T; (b) 13,6 eV

3 2
397

. (b) 337 MeV
Amey R (b) ¢

8. (a) AU=(1-2723)

1/2
10. (a) V(O)=% - (b) vm___[%)

Cap. 4
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P o
11. (a) W= STCSOR (b) f(R)— 327{280R4
CAPITULO 5

1. Negativo ; 2e

2. (a) % Q/C; byQ 2/(12C); (c) Converte-se em outras formas de energia (calor,

luz da faisca ao ligar).

d N d
KISOA K280A ’

(b) o:%

pr pa’r
10. et - =
(a) E g O<r<a); 3801’3 (r>a)

2
(b) V(O)-V(a)= g




CAPITULO 6

l’ 5 172
(a) v(x)=v0[1+;%3J

T 5 -1/2
(b) n(x)= eAlv0 Ll + mig);J

L i=139 x107% A

T =24 x10° oC

.6 =353x10" (Qm)"!

_ K&
(a) K= oC
3 2 _fg.as-
(b) Demonstracao geral : . ﬁsE ds o

el U [g)
S (o - o) S0

.(QR=r
(b) Sao iguais.

Respostas - Cap. 6

i=§i-ds=-cfE a5 -0

.(@R=14Q; Or=01Q; ) 15W; ) 1,4W; (¢) 0,1 W.

. 84,6%

10. () n(x) (_eE ”—+) . {c) 006V

n(xl ) 3 D+

cv
K€,
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CAPITULO 7

1 [lml- [By)

1. v=on 7

Ho m Ho m|
2. () B=Eo . (p) o=t
@ B=gp 5 B wa=g5 [Bo|

3. @v=14MHz; (b)r=2,1m

El m

4. R=177777
B-[B] ¢

2]
na B]

CAPITULO 8

eh

1. (@) ap=0534A; (b) i= =1,05x107 A

2z mag

©) |B]=;—(?(:=12,5T o (d) pp=93x10724 A-m?

Hoib

2 B=1t(b2—x

2) Z nos dois casos.

3 lnl=%\/a2 +b?

nab

}loiLz -

Z; =~
, I \/2 2 2n 73
2m| z +T Z +7

4. (a) B(z)=



Respostas =

Mol _Hoi zjﬂ
5. @)B_4Rz, @)B_4R@+n z

M,i(a—b)0o 5
4r ub

6. B=

P ol ab

X (repulsiva)
2n d(d+a) :

8. (a) B(o)=(§)m Hol

a

ni lL—x l—L +x
Hy 2 i 2
2

Vo] )

B(O)~u,nipara L>>a ; B(L/2):%B(O)

9. (a) B(x)=

2
(b)) B(x)=~ % nLig [ dipolo magnético m =nLi ( na’ ):|
i X

10. (a) B(O)ZHTOGQ)RQ - (b) m:gmm

11, () po ol o _ Mol .
(a) B Lo (b) B 4TER[(1r+1)x+z]

CAPITULO 9

. p= 2k
NS

2.3,13 mV

Cap. ©
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3. (@ V=%0d’B; (b) 1=114’B ; Vi=10

. . B21%y mgR B,
4. (a) anti-horério ; S . L <A . _ Bivp
( ) (b) a g mR b (C) 'VO 82[2 ] (d) l() R

(e) variagdo de energia potencial = energia dissipada em calor = mgvo A 1

2 d+
5. Ly =% bln (d—_‘;)

2

7 L= uob[l ~J1-(a/ b)2]

_]-l_o ) 2R+ L
8. Ln=5 N°Ln (ZR—L
9. i 3u na’bviz opostas
=5 Ho 5/2
2 R(22 2)
B?a? B2q?
11. (a) F=- RV (b) F=~ =V

__Kolb al. ___ Molab .
12. (a) &= o ln(l+ ), (b) i= 2ﬂm(a_*_w),horarlo



Respostas - Cap. 10

CAPITULO 10

1. R=15Q

10.

11.

V(=16 [1 exp( Iféﬂ

1 1 1 .
(a) wonE_‘;RZCZ  Y=%e (b) @y =10*Hz ;11 periodos

L_ 1 -+ l _\/E ara Ty =7T
Z - R+ioL TR-i/(wC) VL PP WL Tc

&y F 4 t 1
(a) I(t)=mtsen(mt+z—¢L]—sen( —(pL)exp( LJJ

onde 1, =L/Req, =tg"(WL/R) ; (b) ®=R/L=1/1;

(a) oc =37 5 (b) o =

1 R
onde (DO—\/—TF' 'Y=Z

(a) I(t)——cxp( %J (b) CE2- (c) CE2 ; (d) = CE2
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WAB sen (u)t - ¢) oL
2 2 B8P}
\/R + (oL)

12. (a) E = mABscn(c)t) , I =

(b) m = I Afcos(wr) % + sen (w2) 3]
(c) ©=-1 Asen(wr)i

13. (a) R=2mapN/S ; (b) L=ma’uyN?/1; (c) ¢=—arctg(wL/R)

CAPITULO 11

1. 1,1

.(@2; 3 x 1077 em comparagdo com valores da ordem de 10°

[\

4. (@) knm = 1,22 x 10*; (b) 7,96 x 10°A/m ; (c) 250

5. ()0017T; )0,04T; (¢)O,1 H
__BNi
6. Bi=5 =, B, =25
202 . Ho a2
8. (a) B—po[l~?—}M ; (b) B—TEI—F M

CAPITULO 12

_ Qo

- pwsen (or) §

1. B

) [
¢ ; (b) S=—T0ap

2. (a) B=u—gg—]j

3. (E)=544V/m,{B)=184x10""T

4. (a) |E|, =1,02x10°V/m,[B| , =34x107°T ; (b) 6,5x10°KW / m?

max
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de bobina toroidal 180
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de condugdo 115
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Calibre 280
Camada
de dipolos magnéticos 145

de transicio 93

313



314

Camara de Wilson 130 de esfera 79
Campo 52 equivalente 79
conservativo 41 pura 189

molecular 248 unidade de 76
eletromagnético 2, 259 Capacitor(es) 75, 190, 211
impresso 124 carga de 76
interno 248 cilindrico 77
Campo elétrico 27, 28, 121 em paralelo 79
de disco circular 32 em séric 80
de distribui¢do continua esférico 78
de carga 31 plano 75

. n .
de plano uniformemente Carga clétrica 3

conservagao da 3, 101, 267
de polarizagiio 102

carregado 31
de um fio 29

de uma camada esférica
de prova 16

densidade de 9
densidade superficial 34

de carga 29
de uma distribui¢ido discreta

de carga 29

. distribui¢do linear 10
energia armazenada 80

na superficie de condutor 31 distribuigdo superficial 10
unidade de 45 do elétron 11

uniforme 49 elementar 11

potencial de 49 ligada 90

Campo magnético 127 livres 90

da Terra 127 - puntiforme 6, 83

de bobina toroidal 153 quantizagiio da 11

de dipolo magnético 153 unidade de 7

de um solenéide 154 Carga magnética 127, 258

de um solendide finito 155 Ciclo de histerese 247, 255

de uma corrente retilinea Cilindro homogeneamente

num fio 150 magnetizado 235

de uma espira circular no eixo 151 Circuito(s) 189

uniforme 133 AC 202

movimento em 129 bloqueador de altas freqiiéncias 217
Capacitincia 76 bloqueador de

de capacitor cilindrico 78 baixas freqiiéncias 218

de capacitor esférico 79 com duas malhas 192



Circuito(s) (cont.)

magnéticos 253

L-C 1%4

R-C 193

R-L 194

R-L-C 194, 195
Circulagdo 43, 58

por unidade de area 60

propriedade aditiva da 59
Coeficiente

de acoplamento indutivo 183, 215

de difusio 121

de temperatura 105, 117

Hall 136
Coercividade 247, 252
Concentragdo 66
Condigdo de Lorentz 281
Condi¢des de contorno 46, 93
Condutividade 103
Condutor(es) 4, 115

oco 68
Conexao

em paralelo 79

em série 80
Confinamento 110
Conservagdo da carga
elétrica 3, 101, 267
Conservagio de energia 42
Constante

de atenuagiio pcr se¢do 222

de Curie 245

de Planck 109

de tempo

circuito R-C 195
circuito R-L. 195

dielétrica 86

Cor azul do céu 297
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Corrente(s)
alternada 202
circulantes 192
de Ampere 231
de carga de um capacitor 205
de deslocamento 263, 266
no vicuo 267
de Foucault 167, 255
de magnetizagdo 231, 235
de polarizagio 263, 264
densidade de 99
elétrica 8, 99
estaciondrias 103, 177, 290
intensidade 99
livres 235
persistentes 117
portadores 99, 136
quase-estaciondrias 177, 290
sentido da 166
unidade de 99
Coulomb (unidade) 8
definicio 156
Coulomb, lei de S, 6, 8
Criagdo de pares 101
Curva de magnetizacio 246

D

De Broglie
comprimento de onda de 110
relacdo de 110
Defasagem 210
Defeitos 116
Defini¢ilo de campo magnético 128
Densidade
de carga de polarizagdo 102, 263

de carga livre 91
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Densidade (cont.) Dipolo magnético 145, 233

de corrente 100 Distribuigdo angular 294

de corrente superficial 9, 89, 93 Distribuicdo de Fermi 113

de energia elétrica 81 Divergéncia de um vetor 33, 35
do campo num dielétrico 92 Divergéncia superficial 93

de energia eletromagnética 184 Dominio de Weiss 251

de energia magnética 184, 254 Dupla camada 54

de forca 132, 276

de portadores 100 E

superficial Earnshaw

de carga de polarizagio 94 teorema de 31

de carga livre 94

. 4 Efeito(s)
-~ qe dipolos 145 Barkhausen 253
T corona 70

de capacitor 264 de beirada 77

Einstein-de Haas 239, 250
fotoelétrico 109, 298

giromagnéticos 238

oscilatéria 287
Descontinuidade
do campo elétrico 87, 144

Deslocamento Hall 135
de carga 89 Joule 116, 119
elétrico, vetor 92, 263 transientes 195
Desmagnetiza¢do adiabdtica 245 El T
Diamagnéticos 237 ativo 191
Diamagnetismo 240 de drea
Dielétricos 86 coordenadas esféricas 25
Diferenga de potencial 44, 76, 123 de corrente 132, 149
Difracdo de elétrons 110 passivo 191
Dipolo elétrico 51 Eletrizagdo por atrito 3
em campo inomogéneo 57 Eletroimi 256
energia potencial 56 Eletrdlito 121
exemplos 53 Elétronvolt 45
momento de 20 Elétrons
oscilante 288 ligados 88
puntiforme 145, 288 livres 88, 99, 106, 116

torque sobre 56 Eletroscépio 4
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Energia Esfera condutora 81
armazenada 80, 190 Espectro
em capacitor 198 de bandas 114
em indutor 192, 198 discreto 110
conservagdo da 42 Espira circular
de condutores carregados 84 num campo B uniforme 134
de configuragdo de cargas 73 Estado quéntico 11
eletrostdtica 80 Eter 17, 266
magnética 182, 197 Experimento de Hertz 288
potencial 42, 71, 85 Expoente critico 247
propria 83
térmica 112 F
total 42, 197
Entreferro 256 Face
Equacéo norte 135
constitutiva 236 sul 135
da continuidade 102, 263 Faixas de energia 115
de condugio do calor 66 Farad 76
de diferengas finitas 219 Faraday
de Laplace 66, 284 experiéncia 161
de ondas 268 Michael 165
homogénea 278 Fase 204
inomogénea 282 Fator
de Poisson 33, 65, 262 de amortecimento 213
dentro de dielétrico 91 de Boltzmann 242
Equagdes de Maxwell 65, 261 de mérito 201, 212
da eletrostética no vicuo 67 ‘ de poténcia 210
da eletrostdtica num dielétrico 91 g de Landé 239
inomogéneas 279 Q 202
no vicuo 266 Fem 125
para B, com correntes Hall 134
estaciondrias 140 Fermi
para E, estitico no vicuo 140 distribui¢do de 114
Equipotencial 67 esfera de 113
Escoamento velocidade de 113
irrotacional 59 Ferromagnéticos 237

rotacional 59 Ferromagnetismo 246
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Filtro(s) 217
aplicagbes 228
transmissor de altas
freqiiéncias 225

transmissor de baixas
freqiiéncias 224

transmissor de banda 225
Fissdo nuclear 75
Flutuagbes de densidade 298
Fluxo 22
do campo elétrico 23
de energia 294
magnético 277, 294
Fonons 116
Fonte(s) 23, 27
de campo elétrico 94
de fem 191
puntiforme de radiagio 279
Forga
contra-eletromotriz 170
de Lorentz 129, 163
eletromotriz 120, 123, 129, 163
linhas de 21
magnética
entre correntes 156
sobre uma corrente 132
sobre uma carga 128
magnetomotriz 138, 235
ponderomotriz 85
Férmula
de Langevin 241
de Larmor 295
Féton 109
massa de repouso do 71
Frente de onda 262

Freqiiéncia angular
de oscilagdes livres,
circuito L-C 196, 212
Freqiiéncia
de ciclotron 131
de corte 224

G

Galvandmetro 135

balistico 138
Garrafa de Leiden 75, 77
Gauss 128

lei de 28

teorema de 38
Gerador 191

AC 191

DC 191

de corrente alternada 171

eletrostatico 71

linear 170
Geradores ¢ motores 169
Gradiente 43

de concentragio, 121

H

Henry 175
Hipétese dos quanta 109
Histerése 252

I

[ma permanente 127, 257
Impedincia 206
caracteristica 223
complexa 206
circuito R-L.-C 211



Impedancia (cont.)
complexa (cont.)
circuito R-C 208
circuito R-L 206
iterativa 222, 223
Impureza 118,119
receptora 119
Indugdo, lei da 161
eletrostdtica 5, 88
Indutéincia
mutua 175, 176
pura 189
Indutor 190, 211
Inércia da corrente 165, 195
Intensidade 278
Interacdo elétron-fonon 119
Intervalos proibidos 115
Isolante 4, 115

J
Jungdes 118

L

Lacuna 118, 119
Laplaciano 66
de um vetor 281
Lei
da difusio 121
da indugio 161
da indugdo de Faraday 262
das malhas 192
de Ampere 139, 262
exemplos 142
de Biot e Savart 147, 149
de Coulomb 6

de Curie 245

de Curie-Weiss 248, 249

de Dulong e Petit 108

de Faraday 161

de Gauss 22, 27, 65
aplicagdes 30

de Kirchhoff 191, 209

de Lenz 165, 166

e conservagido da energia 167

de Ohm 103, 105, 119, 120
modelo cinético 105
dos nés 193
Ligac@o quimica covalente 250
Linhas de corrente 103
Linhas de for¢a 22, 33, 43, 160
de dipolo elétrico 54
de dipolo magnético 153
exemplos 22
magnéticas 128, 132
para corrente num fio 143
Livre caminho médio 108

M

Madalena 298
Magnetita 127
Magnetizagio 233, 241

inomogénea 233

por rotacio 238

residual 247
Magnéton de Bohr 249
Massa efetiva 118
Materiais

diamagnéticos 239

paramagnéticos 239
Maxwell, equag¢des de; veja

Equagdes de Maxwell
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Maxwell, James Clerk 263
Média temporal 278
Meio
isotrépico 236
magnético linear 236
Microondas 180
Millikan, experiéncia de 11
MKSA, sistema 7
Mobilidade 121
Modelo
de Drude 118
microscépico 90
Modos normais de vibragio 110
Molécula
de dgua 54
polar 54, 88
Momento angular 238
int.inseco 238
orbital 238
total 238
Momento de dipolo
elétrico 18, 88
magnético 134, 147, 238
Momento de Fermi 112
Monopolos magnéticos 127, 261
Motor de indugdo 169
Motor linear 169

N

Neurdnios 56
Nivel
de energia 110, 111, 115
de Fermi 118
Nés 192
Notagdo complexa 203
Nimero de onda 273

0]

Oersted
experiéncia de 139
Ohm 105
Onda(s) 116
confinadas 110
eletromagnética esférica 293
convergente 284
divergente 284, 293
eletromagnética plana 271
monocromdtica 273
eletrénicas 116
hertzianas 287
Operador diferencial 64
Oscilagdes amortecidas
circuito R-L-C 198
Oscilagoes forcadas 202
Oscilagdes livres 202
circuito L-C 195
Oscilador de Hertz 287
Oscilador harmdnico

amortecido 199

P

Par de Cooper 117
Paramagnéticos 237
Paredes de Bloch 251
Perda de histerése 255
Permeabilidade magnética 236
do vécuo 236
relativa 236, 254
Permissividade do espago livre 7
Pilha voltaica 121
Poder das pontas 70



Polarizagido dielétrica 88, 127
homogénea 89
inomogénea 90

Pélos de um fma 127

Ponto de Curie 248

Portadores 106

Pésitron 131

Poténcia
dissipada 189
instantinea 210
média 210

Potencial
coulombiano 44, 45, 284
de agdo 56
de anel carregado 47
de carga puntiforme 44
de casca esférica 50
de cilindro carregado 48
de dipolo elétrico 51
de disco carregado 47
de distribuigdo de cargas 45

de esfera condutora 51
de membrana 55
eletrostdtico 41
escalar 279
escalar magnético 143, 152
logaritmico 49
retardado 285
vetor 147, 280
Poténcia
6hmica 122
Priestley
experiéncia de 71
Primdrio 215
Primeira lei de Kirchhoff 192

321
Principio
de exclusio 111
de Pauli 111, 113, 250
de superposi¢do 9, 16
Problema de contorno 46

Propriedades ondulatérias 107
Proust, Marcel 298

Q

Quadratura 198, 205
Quanta 109

Quantizagfo da energia 111
Quark 11

Queda de potencial 189

R

Radiagdo 294
de dipolo 294
Raio cldssico do elétron 84

Rarefacdo 66
Razio giromagnética cldssica 237, 238
Reatincia 203, 225
capacitiva 205
indutiva 205
Rede
cristalina 107, 116
periédica 218
Relatividade restrita 297
Relutincia 255
Remanéncia 247, 252
Resisténcia 225
de radiacio 297
interna 123
pura 189

unidade de 105
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Resistividade 104
residual 116
variagdo com temperatura 105

Resistor 189

Resposta transiente 203

Ressonéncia
curvas de 213
freqiiéncia de 213
largura de 213

Retardagcdo 17, 291

Rigidez dielétrica 70

Rotacional de um vetor 63

S

Saturagio 247
Secunddrio 215
Segunda lei de Kirchhoff 191
Seletividade 215
Seletor de freqiiéncias 215
Semicondutor 105, 115
extrinseco 118
intrinseco 117
Simetria 21, 22
Sincrotron 175
Solendide 155
Solugdo estaciondria 202
Sorvedouros 67, 284
Spin 249
Sterradianos 25
Stokes
teorema de 61 _
Supercondutividade 105, 117
Supercondutores 117
de alta temperatura 117
Superficie
de descontinuidade 93

eqilipotencial 43, 45

gaussiana 28, 88
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Susceptibilidade

diamagnética 244

dielétrica 91

inicial 242, 247

magnética 236

molar 242

paramagnética 244

T

Tandem 73
Taxa de amortecimento 201
Temperatura
critica 117
de Curie 251
Tensdo 85
Teorema
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de Earnshaw 31, 67, 85
de Gauss 37
de Stokes 63, 95
do rotacional 261
Terra 4, 80
Tesla 128
Torque

num campo magnético
uniforme 133

Trajetérias ortogonais 43
Transformagdo de calibre 280
Transformador 202, 215
Transistores 118
Transitérios 195
Transversalidade 273
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de campo magnético 128 _
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de onda 274

de fluxo magnético 132 )
de Poynting 274
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vV
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A  omnn Weber 132
temporal 209

Van de Graaff
gerador de 72 Z

Vazdo 23 Zona

Velocidade de onda 290
da luz 271 distante 290
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